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METHODE  DES  HOMOGENES. 


I.  SoiTant  b  notation  en  usage,  les  coordonnées  d'an  point 
sur  un  plan  sont  représentées  par  les  lettres  x  et^i  et  les  coor- 
données d'un  point  dans  Tespace,  par  x,^,  z;  dans  la  mé- 
thode des  homagêneiy  les  coordonnées  d'unpoin(  sur  un  plan 

sont  représentées  par  les  rapports  -,  -;  et  celles  d'un  point 

X     Y     Z 

dans  l'espace,  par  les  rapports  -,  *^,  *;  %  et  a  étant  des 

nombres  quelconques.  Ainsi,  pour  passer  de  la  notation  or- 
dinaire à  celle  des  homogènes ,  il  sufiBt  de  remplacer  dans  les 

équations  x  et^par  j,  •^,  ou  bien  j:,  ^,  s  par  ^,  ^^  £; 

et  il  suffit  de  supposer  z  =r  i  ou  ii=:1  pour  vetiir  de  la  nou- 
velle notation  à  l'ancienne.  L'avantage  de  celte  nouvelle  no- 
tation est  de  donner  aux  résultats  une  forme  symefriçue  et 
de  pouvoir  appliquer  aux  équations  les  propriétés  analy- 
tiques des  ron<;tions  homogènes.  Nous  allons  donner  quel* 
ques  exemples.  C'est  dans  Vonvrage  de  M.  Plucker ,  conte- 
nantson  système  de  géométrie  analytique  (1835),  que  je  trouve 
les  premières  'applications  de  cette  méthode. 
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II.  ProblèmfL  TffPMV^r  l'équaUQu  d'oPt  droite  passant 

par  les  deui  points  f^,  -,j  ^^\ï?'  ^'l' 

Solution.  Soit  ^if^^+ex-j-Zz^O,  l'équation  de  la  droite, 
on  aura 

n  Gnilt  éliminer  entra  ces  trois  éqnations  les  deux  rapporta 

d   e 

-,  -:  il  faut  donc,  en  considérant  d^  e, /comme  trois  in- 

connues,  que  le  déterminant  soil  nul  ;  ainsi  on  a  de  suite 

Lc9  Cfpcljetf  in^jqqefil  )e  biq^nt^  %|irPrW  <W  ta  fWJpr»i- 
nanin  de  deuf  lellresy  le  teroif!  ^plrp  crocbeti  |itao|BQ$ilîf  ; 
si  l'on  fait  as  ss  z' ?=  ç''^=:  1 ,  Qn  trpuyfs  ]^  fo^i^e  non  |ym^ 
tjique  ordinaire. 

III.  Problême,  Trouver  l'équation  d'un  plah.passant  parles 

tro.spo.nls  ^-„  -,  -j,  ^^„  ~„  -,j,  ^^.  -,  -j. 

«folu/ion.  Soitl'éqajiMoii  dn  plan  ^j:+«r4-/*+^"=^î 
rompl^caot  succcsMvempnt  -r,  ^,  ^,  u  par  *',  y,  a',  n'; 
3f^y'\i\  ii\  on  obtient  trois' aii très  éqoaliona.  flnlpe  «m 

£;     C      / 

quatre  équations,  il  faut  éliminer  les  trois  rapports  -,  -,  4- 

o     o     o 

Ces  quatre  dernières  quantités  étant  cpnsi4pr(^^  <^fnil)^  d<^ 
inconnues ,  il  fai)f  que  le  déterminaiU  soft  nul  ;  cm  jr  donq 

.     x[yzV"]  +r  [^"'a'tt'l  +z[xV  u]  +tt[xy'z"T =0. 

Les  crochets  indiquant  le  déterminant  dp  trois  lettres, 


(*)  Cest  ainsi  qu'on  désigne  aajourd'bui  les  fonetion$  eramériennei ,  nom 
que,  selon  toate  JasUce,  devraient  porter  ces  fonctions,  les  plus  remarqaables 
qo'oQ  renoonire  dans  l'analyse. 
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les  crochetiéUnl  ppsil|f ,  les  «ignfis  4m  f^m  Wnt  raWfd^r 
temcnt  détermjqte. 

lY.  Théorème,  Soit  anc  foqGtion  algébrique,  entière,  ho- 

fnogéne^  de  degré  m,  de  /i  Tariables,  x^^x,,x, «r.  ;  sî  l'on 

nraltiplie  par  x.  la  dérifée  de  cette  fonction  prise  par  rap- 
port  k  ^.;  Pfiin  pat  ^,,  b  dérivée  4e la  néma  foneliofi prise 
paf  rapport  à  4',,  et  ainsi  de^  9^|fTf  ^f!!^^^^.»  ^  ?P!PfT!Ç  ^. 
tons  cos  produits  e^t  identiquement  égale  à  m  fois  la  fonction. 

IIÉRoiia»*elîpn.  Soil  A4:/^,*«/-...^/=K,  on  des  termes 
de  cette  fonction;  on  a,  d'après  la  dcflnilion  de  Thomog^ 
néité,  a-^b  +  c  ....  r=  w»;  A  étapl  nn  cQoffic|fpt  (p^f^nt, 
et  a,  b,  c^  r,  des  eipqsants  entiers  posilifs,  pouvant  avoir 
too^es  les  Talcor»  dopais  a  jusque  m  ;  ppérapt  h^w  ce  mo- 
nôme comme  il  est  énoncé  dans  le  théorèipe,  on  a  pour  ré- 
sultat /nM  ;  donc  le  théorème  subsiste  pour  l'ensemble  des 

terw^cf- 

Obeervatian  1  •  Le  mémo  théorème  subsiste  encore  pour 

des  fonctionsalgé|>riqucsfrartioni|airr8homo^j^es.  En  effet^ 

soit  F  une  fonction  homogène  entière  de  degré  m,  de  n  va- 

riables  x,,  x. x^;  et/ une  fonction  entière  de  degré  m' 

F 
dcf  méipes  variables  ;  la  fonctÎQfi  fraçtiqnoaire  -^  e^t  de  dor 

gré  m— m'  ;  la  déf  ivée  par  rapport  à  x,,  multipliée  par  x,  ; 
donne 


r  rfF       „  df] 


de^néme  pour  x,,  x,.  ...  etc. 

F 

Réunissant  tou^  ces  résultats,  on  obtient  (m-r:m)y 

Obêêfp^aiian  2.  Le  théoièmc  s'applique  anssi  aux  fonctions 
bomugéftfls  ipr^iiionncUes. 
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Y.  Problème.  Soit  X  une  fonction  algébrique  homogène 

de  degré  m»  de  »  Tariables  x.,  x. x^-,  et  soit  chacune  de 

ces  variables  une  fonction  linéaire  de  cette  forme 

tf*,  bk,  Ck^  étant  des  constantes  données  poor  chaque  variable; 

et  -,  ^,  les  coordonnées  du  point  d'un  plan  ;  alors  X  as 0(1) 
.2    z 

est  l'équation  d'une  ligne  de  degré  m  ;  trouver  l'équation  de  la 

x'  y 

tangente  à  cette  ligne,  menée  par  le  point  — ,,  -,  située  sor  la 

z    % 

ligné. 
Solution.  On  a  l'identité 

Représentons  par  X>  X. X^  les  valeurs  que  prennent  lea 

dérivées  —,  — an  point  donné  et  écrivons  l'équa- 

tion 

X,X,+X.X.+ X»Xn  =  0  ;  (3) 

C'est '^l'équation  cherchée  de  la  tangente.  En  effet,  x„  x^....jc^ 
étant  des  fonctions  linéaires ,  cette  équation  est  celle  d'une 

droite.  Si  l'on  donne  aux  variables  x,,  x. x^  les  valeurs 

qui  conviennent  an  point  donné ,  Téquatien  (3)  renti:e  dans 
l'identité  (2)  ;  donc  la  droite  passe  par  le  point  donné;  et  de 
ce  point ,  passant  au  point  infiniment  voisin ,  soit  sur  la 
courbe,  soit  sur  la  droite ,  on  a  la  même  équation 

X/Lv,+  X.dx.']- X^rfx^=  0  j 

donc  cette  droite  est  tangente. 

Obiervaiion,  M.  Plucker  donne  cette  belle  démonstration 
dans  l'ouvrage  cité  ci-dessus.  Rien  n'empêche  ceux  qui 
aiment  les  limiki  de  les  invoquer.  II  est  vrai  qa*aa  dernier 
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instants  à  la  limite  expirante ,  si  l'on  pént  parler  ainsi,  on 
est  en  plein  infiniment  petit;  mais  on  passe  par  dessus  les  yeux 
fermés.  On  a  bien  la  cliose ,  mais  avec  Tavantage  de  ne  pas 
en  prononcer  le  nom  $  avantage  considéra^^Ie,  qni  compense 
ceqne  la  méthode  a  de  long  et  de  pénible. 

VI.  Exemple.  l^Soit 

Féqnation  rendue  homogène  d'une  conique,  on  a  pour  équa- 
tion delà  tangente 

x'  y 

-7,  ^  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact;  en  faisant 

z     z 

z=  z'  =  1 ,  on  a  réquation  ordinaire. 

2^  Soit  px,x^ + qXiX^  =  X  s=  0,  réquation  d'une  comqoe  i 
peig  des  constantes ,  x,^  x,^  x^^x^  des  fonctions  linéaires 
de  Xf  jr,  z;  l'équation  de  la  tangente-est 

/?X;j:.+/?X.x.  4-^X^,  +  vX^x^  =  0. 
X, ,  X, ,  X| ,  X^ ,  sont  les  valeurs  que  prennent  les  dérivées 

dx  dx  ;    .     . 

j-,  ^  •  •  •  •  •  «lc->  «w  P<>^ût  donne. 

Remarque.  En  1844,  M.  Finck  a  attiré  rattention  des  pro- 
fesseurs français  sur  cette  manière  de  représenter  les  cour- 
bes par  des  fonctions  de  facteurs  linéaires ,  dont  M.  Plucker 
surtout  a  tiré  de  si  fécondes  conséquences  rvoir  Nouv.  An- 
naks^  t.  III,  p.  147).  Les  ouvrages  du  célèbre  professeur 
de  Bonn  méaitent  à  tous  égards  les  honneurs  de  la  traduc- 
tkm;  utile  à  la  science,  mais  ne  servant  pas  aux  examens, 
qu'achèterait  cette  traduction? 

7.  Problème.  Mêmes  données  qu'au  problème  5  ;  mais  l'on 
^Xk^ak  x-^-bkjr  +  c»  2  -|- rf*  ti 5  au  9  bk  ,  Ck  ,  du  sont 
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des  constantes;  -,  ^,  ~  des  coordonnées  d'nn  point  dans 

(f      If      u 

l'espace  \  X  =()  rf pr^^^fe  |'éqnatip{)  d'^i^e  ^ffs^ce  i%  de- 
8F^  ^i  «apM?  ?S|.  l'fW^Mftn  i^  pl9P  ^figpn^  piené  par  le 

point  de  la  surface,  ayant  pour  coordonnées  -^,  »  ^  ^  -^  ? 

Solution,  L'équation  (3)  du  problème  5  représente  Téqua- 
tion  du  pku  langent.'  Même  démonstration. 

Çl^e^f^ion.  Lorsque  tpules  le§  qiiqntit^}  1^.^  X,,  ^r:^l» 
sont  nulles  simuUanément,  Téquation  (3)  c|isparfiU;  c'^tle 
cas  dçspoir^ts  rififiuliers  don^  la  t|iéofie  sera  (lopnée  plqs  loin. 

8.  Définition.  Soh py+qx^^i  l'équation  d'une  droite mo- 
Vils  iÇ^ViPf  g)=FO  vi)  qno  relaiiqn  de  dcgrfSifn  e^PP  et  y  ; 
la  droite  est  évidemment  Tcnveloppc  d'une  ligne  plane; 
l'équation  (1)  est  l'équation  enveloppe  de  cette  ligne;  et 
M.  Plucker  donne  auxTdriables;?,  q^  le  nom  de  eoordonnéei 
linéaires  pour  les  disiinguer  des  coordonnées  ordinaires  « 
qu'il  nomme  coordonnées  de  foint  (  Punkt-GoordinateQ).  On 
voit  que  los  coordonnées  linéaires  sonf  \o$  valeurs  récipro- 
ques des  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite  mobile.  A 
une  même  valeur  de  p  répondent  m  valeurs  de  q}  donc 
par  un  même  point  passent  m  tangentes;  et  la  courbe  est 
dite  de  /n^"*^  classe^  dénomination  introduite  par  M.  Ger- 
gonne. 

9.  Théorème.  Lorsque  l'équation  enveloppe  est  linéaire, 
l'enveloppe  est  un  point  fixe. 

Démonstration.  Soit  apA-bq  =1  Téquation  enveloppe  de 
la  droiie  mobile /77+^j:=1  ;  il  est  évident  que  cette  droite 
passe  constamment  par  le  point  qui  a  pour  c(tordonnées  a 
et  6,  car  on  a  ap-^-bq^i. 

Observation  Dans  le  système  usité,  un  point  est  représenté 
par  deux  équations  ^t  une  droite  par  une  équalioD;  c'est 
le  contraire  dans  le  système  des  cqordonn^  lin&|irea  s  pne 
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4f^t0  «•)  vppréa^ti^  ym  dMx  é^vationa^  fi=sa ,  q»h ,  et 
np  poiqt  par  qoe  ^(puitîop ,  a/i-f  ^9=1 . 

f  0.  lyqtMmi»  li^iw»  4oBQéet  qa'au  problème  h  ;  l'en  4 
^T^ifkp  +  bk  qr^  Chr;    n* ,  jrj^  »  tfi  «onl  tvoif  coa- 

9UQie9  ;  z  «    ^  ^^^  1^  eoerdMfi^  Kn^ftiny  de  la  évoitê 
y-       r  '^ 

mobile  - ^-f  ?j:=l5X=:0(1)  est  Féquation enveloppe 
r  r 

d'une  courbe  de  m^^  classe  ;  étant  données  les  coordonnées 
linéaires  ^9^9  satisfaisant  à  Téqaation  X=^^.,  trpHT^F 
r^patjofl  pfMTFfWQPflfiale  4d  poipl  A»  qontaot, 

,So/tf/îftn:  (f'^Hft^iaq  (3)  4»  proW^w  5  rppvAiento  l'équa-t 
tioq  çqvc)f)BP<i  dp  ppial  de  contact.  Sn  efiati  cette  ^ii^liaa 
est  linéajrf}  ^np  ^\q\  e)|o  représente  ^tkc  h»  point  (9)  ;«el 
QR  (ipinontire,  pqmn^p  ppqp  le  prQblèiae  j^,  qqo  ce  point  a|H 
parvient  ^  dpi)x  droi(ps  ipol^ilea  ipQiûiPeRt  voiainea. 

p^fçrpa^wn,  L'^n$(jQâ  (a)  p€{qt  w  ipeUrf»  Ifiua  hi  forma 
P/^-f  Q9=t ,  P  et  Q  étant  des  fonctions  de  ^  et  de  ^  ; 
donc  jr=:Q  ;  j^=P  sont  les  coordonnées  ordinaires  du  point 

n'       g' 

de  contact ,  éliminaqf  ^ ,  ^  çntrc  ce^  deu^  équations  et 

Téqnation  X=0,  où  /;,  ^,  rsonl  remplaces  par/>',  ^',  r',  on 

obtient  une  équation  en  jt,  y  y  qui  est  celle  de  Tcnvcloppe 

en  coordonnées  ordinaires. 

(Xa  9uik  proe/ioînemcfii.) 


QUESTION  D'EXAMEN  (v.  t.  VI,  p.  327). 

Trouver  la  longueur  dune  corde  d|y|saqt  la  surface  d'oo 
cercle  don^é  dans  up  rapport  donné  ;  ponstruirq  g^oo^^- 
Vfe^hei^  r^u^tioQ  à  laquelle  qn  arriva. 
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'  Sohabm.  Il  suffit  de  résoadre  la  question  pour  un  corde 
d'un  rayoD  égal  à  Tairité  ;  ic  étant  l'aire  d'an  tel  cercle,  il  s'a- 
git de  tronver  la  cûràe  ;  retranchant  un  segment  d'une  aire 
mit,  ou  m  est  un  nombre  donné  qu'on  pent  toujours  suppo* 

ser  moiiidre  que  -;  cela  posé,  soit  x  Tare  cherché,  on  aura 

l'équation 

2mic=j>— sinx. 

Il  se  présente  trois  moyens  de  résoudre  cette  équation 
transcendante  : 

r  Par  la  règle  de  fau$$e  position.  On  cherche  dans  la  table 
des  valeurs  miiriquès  des  arcs  une  valeur  surpassant  un  peu 
2micy  et  on  en  retranche  le  sinus  ;  on  trouvera  facilement  la 
vaj/eur  de  x  à  un  degré  près;  puis  à  une  minute  près,  etc.; 
on  devra  étudier»  pour  l'emploi  de  cette  méthode,  le  cha- 
pitre XXII  de  Vlntroductio  inanalysin.  Ce  chapitre  porte 
pour  titre:  Soltttio  nonnullorum  problematum  ad  circulum 
periinetUium  ; 

S""  Par  le  retour  des  séries.  On  a 

On  résout  ce  genre  d'équations  infinitésimales  par  la  méthode 
connue  sous  le  nom  de  retour  des  séries  ]  on  développe  x  dans 
une  ^érie  infinie^  procédant  suivant  les  puissances  de  2m7r. 

S""  Par  construction.  On  construit  la  courbe  transcendante 
y  =  x—  smx;  il  suffit  de  construire  une sinussoïde  sur  la 
bissectrice  ^=x  ;  la  courbe  formée  d'arcs  égaux  qui  se  ré- 
pètent indéfiniment  est  renfermée  entre  cette  bissectrice  et 
une  tangente  parallèle  à  cette  bissectrice;  menant  i  une  dis- 
tance 2mn  de  l'axe  des  x  une  parallèle  à  cet  axe,  l'abscisse 
du  point  d'intersection  donne  la  valeur  cherchée  de  x. 

Observation.  C'est  à  tort  qu'on  a  mis  dans  l'énoncé  le  mot 
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géaméirifU0menij  car  ce  mot  ne  s'appliqae  ordinairemenl 
qa'aux  problèmes  qu'on  peut  résoudre  avec  la  règle  et  It 
compas,  ce  qui  est  impossible  id.  * 

Essempieê: 

i»=|;  X a  i«9« .  16'. sr ;  corde  de  cet  arc  =  I,9â85340. 

m='^;  xzsiZ^r.  M.  iT;  corde  de  cet  arc  «  l,8â95422 

(Toy- 1.  V,  p.  15â). 


SOLUTION  DU  PROBLEME  173  (t.  lY,  p.  455), 


VABLM.J 

Ueancié  et  foienoM  mtthémtUqae»  et  pbytiqaoï. 


Une  droite  de  longueur  déterminée  étant  divisée  en  m 
parties  égales  par  des  points  ronges,  et  en  n  parties  égales 
par  des  points  noirs ,  trouver  la  plus  petite  distance  entre  un 
point  noir  et  un  point  rouge. 

On  suppose  nécessairement  m  et  n  premiers  entre  eux  $ 
s'ils  avaient  un  plus  grand  commun  diviseur  ^,  il  y  aurait 
d  coïncidences  d'un  point  noir  avec  on  point  rouge. 

Soit  /»  <;  n;  chaque  division  rouge  est  —   de  la  droite , 

m 

et  chaque  division  noire  en  est  - .   Du  numéro  0  au  nu- 
méro 1  rouge ,  il  y  a  autant  de  divisions  noires  qœ  d'entiers 

dans  le  quotient  —  :  -,  ou  dans  —  ;  si  n=m^4-r,  il  y  aura 
m    n  m 

q  divisions  noires,  et  entre  le  q*»^   numéro  noir  et  le 
i^  numéro  rouge  la  distance  «^ra  la  fraction  —  de  la 
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dtmièi  enlre^e  iq»-*  daBéronoirot  leS<«**  Boméro  ro«g«, 

là  distaticfe  — ;  fenlrc!  Ife  mg^»^  iiUitiéro  noir  et  le  Pn^^  nrf- 
ffin 

méro    (  extrémité  de   la  droite  ) ,    la    distancé  »*--  sr-i 

égale  i  r  divisions  noires^  Gomme  n  et  m^  r  et  ni  sont 
premiers  entre  eux  ;  donc  les  nombres  r,  2r,  3r  .  . . 
.  • .  (mT-u-i^r   divisés  par  m  donilertet^    dans  tiit  ordfe 

quelconque,  les  restes  différents  1, 2,  3 {p% — 1);  la  plus 

petite  distance  entre  un  point  noir  et  un  point  rooge  répon- 
dra à  celui  des  nombres  r,  2r, (w  —  1)r,  qui ,   divisé 

par  m  y  donne  le  reste  1. 

Cette  plus  petite  distance  est  double ,  car  oh  pe«t  cimimen- 
cer  |)ar  Tune  ou  l'autre  des  extrémités  de  la  droite. 

Si  n=/7i-j-l,  où  a  le  Vcrnier  ;  la  plus  petite  distance  est 
entre  les  deux  premières  divisions,  noire  et  rouge.  Si 
n^zmq-j^i ,  la  plus  petite  distance  a  la  même  position. 

Pour  m==:l3  et  n^ùOj  on  trouve  r=sS  |  c'est  le  nombre 
5rou  40  qui,  divisé  par  13,  donne  pour  reste  1  ;  la  plus  petite 
distance  est  entre  le  23^">«  numéro  noir  et  le  5^"*«  nuoièro 
rouge  {*). 


NOTÉ 

sur  la  surface  du  triangle  sphérique  et  sur  Fellipse  sphérique. 
9AWL  M;  VAJBTVSOV,  profeiiear  (VenaUles). 

1.  Oft  trouve  (tome  Y^  page  17)  uû  article  de  M.  Tet--* 
quem  contenant  la  proposition  suivante  :  Si  on  joint  les 
milieux  m,n  de  deux  côtés  d'un  triangle  sphérique  ABC 
ifig.  1),  qu'à  partir  du  point  R ,  oft  Vsitt  mti  rencontre  le  côté 

V)  Même  qaMtion  poar  la  drsottféreiice. 
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opposé,  00  preDiieRI=mA,itQ'oQ  ach6fe  le  triangle  rectangle 

IKR,  IK  Jera  le  ^  ^céâ.   Noim  remarqueront  d'abord 

comme  corollaire  ({oe  si  Oii  ftiène  aii  arc  perpendiculaire  au 
milieu  de  BG,  Tarcc/i^  sera  la  mesure  de  l'angle  R  ;  on  aura 
aoiie^  a  appèlâllt  s  la  li^raéè  «il  irMiflè  ipMrIqui  t 

.   S      . 
sm  I  sssiivim  X  tmpq' 

Àlost  le  ddiis  de  là  moitié  de  là  surface  d'un  trladglé  sphé- 
rique  est  égal  au  sinus  de  Tare  qui  joint  les  milieux  de  deux 
côtés,  multiplié  par  le  sinus  de  Tare  élevé  perpendiculaire- 
ment au  milieu  4e  la  base  jusqu'à  la  rencontre  de  celui  qui 
j<Hnt  les  deux  milieux. 

fil  dans  œtte  formule  on  suppose  que  le  rayon  de  la  sphère 
Aérienne  infini ,  en  cmisertant  aux  cùlés  du  iriangle  des  ton- 
tueurs  finies^  on  deira  trouver  pour  limite  la  snrfaee  du 
irkngla  rectiligiie.  Pour  parvenir  à  ce  résultat^  j6  sup- 
pose que  S  repréèènle  la  loDguraf  do  Tare  21&^  rayon  1. 

2S  * 

Le  Rapport  de  S  au  quadrant  sera  donc  —  ;  ce  sera  en  même 

tempsle  rapport  di]tfriangle  proposé  au  triangle  trirectangle. 

icR* 
Qr  ce  dernier  triangk  a  pour  mesure  -^ ,  donc  la  surface  du 

triangle  donné  sera  représentée  par  SR'  ;  je  désigne  ce  pro- 

duit  par  £;  j'aurai,  donc  S=^;  je  désigne  par  6  et  A  les 

longueurs  des  arcs  mn  tipq.  Pour  le  rayon  A ,  les  ares  sem- 

b 
Uablea  à  ceux-là  pour  le  rayon  1  seront  représentés  par  g 

et  -.   Nous  aurons  donc  pour  une  valeur  quelconque  de  R 
R 

Z  b         h 

l'équation  sin  — ;  =:  sin  ^  sin  g.  On  jpeut  la  mettre  soos 

la  forme  suivante  : 
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(2RV        (r)  '    W 


Si  maintenant  on  anppoae  R  infini  »  on  anra  zssSMt,  œ 
qn'il  fallait  trouyer. 

II.  Onpeat,  en  partant  dn  même  principe  »  démontrer 
Muoa  le  seooors  da  calcnl  cette  formnle  que  donne  Legendre  ; 


•    ^  _  V/8ip/y8in(/>— fl)sîn(/>— 6)8in(f^— c) 
2  "^  ^      a       b       c 

Pour  cela,  soit  ABC  (fig.  â)  nn  triangle,  où  une  perpen- 
diculaire menée  à  son  plan  par  le  centre  dn  cercle  circon- 
scrit ;  concevons  une  sphère  ayant  son  centre  en  D ,  et  soit 
A'B'C  la  projection  centrale  du  triangle  ABC  sur  cette 
sphère ,  m'^n'  les  projections  des  pointe  M  et  N ,  milieux  de 
Afi  et  de  AG  ;  cherchons  le  volume  de  la  pjramide  DABG  ; 
elle  équivaut  évidemment  à  quatre  fois  la  pjrramidc  DMNA  ; 
or  celte  dernière  a  pour  mesure  le  triad^le  DMN ,  multiplié 

par  le  -  d'une  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  le 

ô 

plan  DMN  ;  mais  le  triangle 

niifT^itf  •     f  r      DA.'cos -cos-sinM'N' 
DMN=  r =  — ' r , 


et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  H  sur  le  plan 
DMN=DA.sinR=:DA.cos^sinR; . 


donc     V  =  — 5—  cos  -  cos  -  cos  ^  smm  VsinR  ; 
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mais  8iiimV8iQR  =  sio-; 

donc  V^-^cos^eos-cûs^sm-. 

Mais  on  oonnall  une  autre  expression  de  ce  même  volome , 
saToir  : 

DA-  ,  .^ : «, 

—  Ksinpsin(/i— ^i)8in(;>— A)siii(/7-— c; 

donc      sin  -  =  V^«V»<p(/^— ^)8'p(/^— ^)8in(^I^) 

2  I      ^       *        'c  ' 

2COS-CO8-COS5 

Remarque.  Si  on  divise  celte  équation  membre  à  membre 
par  celle  qui  donne 

2  

•'"^  =  •^^btàâc  >^»>n/»ta(P-«)sln(/'-6)8iiiO»-«) , 

ootrouTera 

g        nn  ^  sut  ~  sinA 
sin^. . 

C0.5 
Quand  on  fait  rs»  f  on  retroure  la  formule 

Cette  dernière  formule 

g       MO  5   «n  5SIUA 

sin  ;;  SB  — — — «._ 

2  tf  • 

cos  - 
2 

peut  aussi  se  démontrer  par  la  méthode  des  projections  cen- 
trales. En  eSèt,  si  on  se  reporte  k  la  figure  précédente,  on 
Toit  que  le  Tolume  de  la  pyramide  a  encore  pour  mesure  le 
lin.  ra  MatiSv.  YU.  2 
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triangle  ABD  moltiplié  par  le  r  de  la  haateor  da  poiat  C 

8 

ao-de$sas  da  plan  de  ce  triangle.  Or  le  triangle 

AD'sioc 


ABD  = 

:« 

et  la  hautear  =&  ADsinteinA  ;  d<Hic 

^      1 


.  A0'iin«tf&6^Ai 
6 


mais  déjà 


,,       âDA»        a        h        tf    .    S 
V=-^eog5COS5C08  5Sin.; 

h        c 
M,       tin  -  6iD  X  MD^ 
5  2        2 

donc  s  =  '• 

Si  on  appelle  h  la  hauteur  du  triangle  tombant  sur  le  c6té  e , 

•   .      sinh 
on  aura  »mA  =  -T-r; 
8in6 

g       ain|Bin& 
d'où  sin  X  >= 


2      «     *       « 
Scos^cos- 


III.  On  démontre  dans  la  géométrie  plane  que  le  prodait 
des  trois  c6tés  d'un  triangle  :=  4  fbis  sa  surface  par  le  rayon 
du  cercle  circonscrit.  Nous  allons  chercher  le  théorème  ana- 
logue dans  le  triangle  sphériqne,  à  l'aide  de  la  construction 
d-dessus  emplojéi» 


ABP  TIa 
Le  Tolnme  de  la  pyramide  D  ABC  est  égal  à  — ^ —  ;  mais 

si  on  prend  DA  pour  unité  et  qu'on  désigne  par  p  la  distance 
polaire  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C ,  on  aura 
Do=±8inp,  donc 
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^  ABC.siop 
V—  5        î 


3 
mais  déjà  on  a  trouvé 

^2        a       b       c    .    S 

V  =  -  ces  -:  COS  -  C09  -  SUE  -  ; 
3         9         3        2         2* 

^       a        b         c    .     S 

^.  2C08  -  CCS  -  C08  -  81D  5 

donc  ABC  = : ; 

SlOp 

doDC  réqnatiOQ  AB.AG.BG  =  2.D.ABC,  détient  en  y  rem- 

y"^^  C 

plaçant  ABC  par  cette  yalear  et  AB...  par  28in  -,  etc.... 

a         b  c       ,  .S 

2Ung -  tang 5  ^"8  â  =  ^^^gp-sin -, 

d'où,  en  ayant  ^ard  à  la  valeur  trouvée  pour  sin-,  on 

tire: 

a         b         c 
2fin  ^  sin  -  sin  - 

tangp  = 


\/dïup  .sin  (/>—«)  sin^p-^ù)  sin  (/?— c) 

S 
2 


g 
On  aurait  encore  pu  remplacer  sin  -  par 


sin  -sin A 
2 

2G0i-C0S5 


alors  on  aurait  eu 


28in  --  sin  -  tang  p  sin  &cos  -  : 

é 

si  on  fait  r=z  oo ,  on  retrouve  le  Uiéorème  :  Le  produit  de 
deux  cMés  d'tttt  triangle  égale  le  diamètre  du  cercle  circon- 
scrit,  moltiplié  par  la  hauteur  relative  au  3*  côté. 
lY.  Problème,  Connaissant  les  trois  côtés  d'an  triangle 
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sphériqae,  troQTer  les  distances  polaires  des  cercles  inscrits 
et  ex  inscrits. 

Soit  O,  fig.  3 ,  le  pôle  da  cercle  inscrit ,  r  sa  distance  po- 
laire, on  a  dans  le  triangle  rectangle  AOC'  : 

tangrsinAC'.tang-^; 
mais  AC  est  égal  à/?— a;/?  désignant  le  -  périmètre  et 


\=V'- 


tang:i-  %   /  ^^Mp-b)s\ïi{p-c) 


sin/?sin(/7— a) 
on  a  donc 

V  sinj? 

On  trouve  des  formules  analogues  pour  les  rayons  des  cercles 
ex-inscrits  r^r^r^'\  et  par  suite,  on  a  la  relation 

tangr.  tang  r*.  (angr^'  tang/"  = 
=  sin/?  sin  (  p—a)  sin  (p^  b)  sin  [p—c) , 
et  tang  r  :  tang  r*  :  tang  r  '  :  tang.r'"  :  : 

Il  11 


*'  sin/i  ■  %\n{p—a  *  sin(/?— ^)   *  sin(p— c)' 
mais  on  peut  remplacer  le  produit  simplifié 
sin(/?— a)sin(/? — 6)8in(/i— c) 

par  4co8  -  cos'  -  cos  -  sm*  -  : 

2  2         t>  2 

on  aura  donc 

tangp.tangp'.tangp'.tangp'"  » 

,     .^      .b      .c    .  ,  S 
=  4cos  -  cos"  -  cos  --  sm   - . 
2         2        2  2 

Enfin,  ou  par  une  des  formules  ci-dessus  démontrées 
V^sinpsin(/9 — a)8in(/i— 6)sin(/?— c)  = ; 
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donc        tangr.tang  /^.tang/Mang"'  = r— -. 

G'esi-àHlire  qae  le  produit  des  tangentes  des  distances  po- 
laires des  oerdes  inscrits  et  ex-Inscrits  est  égal  an  demi- 
prodnit  da  sinns  de  la  base  par  le  sinus  de  la  hanteor,  élevé 

au  carré. 

(La  wiU  proehainiement.) 


THEOREME 
PÊT  k»  cerclée  o$eulaUur$  iam  le$  coniquet. 


Par  toat  point  d'une  conique  passent  quatre  cercles  oscu- 
lateurs;  les  quatre  points  d'osculation  sont  sur  une  même 
circonférence.  (Steiner.) 

1.  Lemme.  Soient 

les  équations  des  deux  coniques  ;  les  axes  coordonnés  étant 
parallèles  aux  axes  principaux,  les  points  d'intersection  des 
deux  coniques  sont  sur  une  même  circonférence. 
Dénumsiration.  Les  deux  équations  donnent  celles-d  : 

aCx'+^CD-DO+xCE-^EO+F— F=0 , 
2Ar'+j^(D+D')+x(E+E')+FH-P'=0  j 
d'on 

2AQr'+2\Cr^+j^  [D(A+C)+iy(C— A)]  + 
+x[E(A+C)+F(C-A')l+F(A+C)+F(C-Â)=^0, 

équation  d*un  cercle. 

Obeervatùm.  Si  G=0,  le  cercle  devient  une  droite. 

Obeervatûm.  Le  lemme  renferme  cet  énoncé  géométrique: 
lorsqu'une  hyperbole  et  une  ellipse  ont  leurs  axes  princi*- 
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paax  parallèles ,  les  points  d'intersection  sont  sur  ane  mém« 
circonférence. 

II.  Soit  V'+Cx'+D^^.Ersoréqvalion  d'une  oooiqae, 
lea  axes  coordonnés  parallèles  aux  axes  principaux  ;  et  soient 
x'9^  les  coordonnées  d'an  point  d'oscnlation  d'un  cercle  qoi 
passe  par  l'origine  ;  la  droite  qui  passe  par  le  point  et  l'ori- 
gine a  pour  équation  ^or'rrjry,  et  la  tangente  en  ce  point 
a  pour  éqnation 

^(2Ay+D)  4-  x(2C:«/+E)  +  Dy+Ex'+  2F  =  0  ; 

ces  deux  droites  sont  également  inclinées  sur  les  axes  prin- 
cipaux \  donc 

|^;±|  =  j'î    d'où2Ay'-2Cx'*  +  Dy-Ex'  =  0, 

et  l'on  a  aussi 

2Ar'*-f  2Cr'*  +  2Dy  +  iEx'  œ  0  ; 

donc,  d'après  le  Icrome,  les  quatre  points  d'intersection  sont 
sur  une  même  circonférence.  Tm. 


EXPRESSION 

de  chaque  racine  des  équations  du  2^«,  3^"»«  et  l*""*  degré  en 
fonction  symétrique  de  toutes  les  racines. 

9AJÊL  M.  O.-a  -J.  «AOOBl. 

(Crelle,  t.  XIU,  p.  340.  1835,  en  latin.) 


La  résolution  alfrébrique  des  équations  exige  que  chaque 
racine  (*)  puisse  être  exprimée  en  fonction  symétrique  de 


O  L'aulear,  dans  loni  le  coors  do  ce  irtTail,  désigne  lei  rtoines  par  le  mot 
eUnunta,  En  effet  les  coeiaoienls  sont  des  combinaisons  dont  les  racines  sont 
ltséUm»%U. 
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toates  les  ndoes.  On  sait  que  cela  est  possible  pour  les 
équations  do  2*««,  8*™«  et  4*««  degré  ;  mais  comme  ces 
fonctioos  symétriques  ne  sont  pas  indiquées  dans  les  ouvrages 
élémentaires,  je  yais  les  exposer  brièvement. 

Résolution  des  équations  du  9l^^  degré. 

Les  racines  étant  a  et  6,  chacune  est  exprimée  par  la  for- 
mule 

Résolution  des  équations  du  Z^^  degré. 
Les  trois  racines  étant  a,  b,  c,  posons  t 

a  et  a  sont  les  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité  ;  d*on 
l'on  tire 

u+u*-\'U!'        _  a+a'u'+au"         _  K+att^4-»V' 
^-         3        ;b i   e-  5  5 

faisons 
d^où 

.-       a'3—  a"'       («'—a")  («'— «u")  f «  -a  V) 
ï/^  =  ___=. ^ . 

remplaçant  u*  et  <&''  par  leurs  yaleurs,  il  vient 

(2/7— ^-c^  {'2b^c^a)  (^c^n^b) 

,=____ 

v/;r  «=  ?i:^^  («-&)  («-0  (ft-o  = 
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tt,  u\  li'  sont  donc  exprimés  en  fonction  symétrique  des 
racines»  et  par  conséquent  aussi  les  racines  a,  6,  c  (*). 

Ona 

j4V'=  a'  4-  é'  +  c'  —  a*  —  OC  —  6c  = 

_  {a-br+  {a-cr+  (b--c)\__ ,..,         .L 

mettant  à  la  place  de  f»  et  de  'iv  les  yaleurs  trouvées,  on  ob- 
tient une  identité  remarquable. 

Réiolutùm  des  équatiam  du  4^>^  degré. 

Soient  a,  b,  c,  d  les  quatre  racines. 
Posons 

d'où 

^— .    ^=s  ; 


4                 ,                             j 
C= j ;   rf= j . 

Dans  les  formules  rdatives  à  la  résolalioo  des  éqaationt  da 
S'*^  degré,  remplaçons  <x,  b,  e  respectivement  par  u",  u"*, 
n"",  on  obtient 

2ite{2a''— h"*— a"")  (au'"— a""*— u")  (2tt"'*-tt''— u"«) 

iV^  =  3|/^  (u"— «"■)  (u-— a"")  (a""— «'"*)  ; 

t^-.u"'={if+  u")  {u'-tt")  =  4(a-rf)  (6— c)      • 
ttO—u""  =(«'+«"') (u'—«"')  =  4(a—c)  {*-<<) 
«"•—b'w  s=  K+m'")  (u'— «"')  =  4(a— 6)  (c— rf)  ; 
ensnite 

2a"— «"•—«'"•  «=  8(a*+crf)-4{ac+W)— 4(crf^e) 

ai^'-^^"-^"  =  8(arf+frc)— 4(aA-|-crf)— 4(a?+i<0; 
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la  résolution  d-dessnsdes  équations  du  3*^  degré  donne 


.1   /    ,+j/^V/w+l/*— \/w 
♦«=«+V/      3 

/        »  » 

+y    — 3 ' 

et  de  inAme46,  ke^id. 
Or 

,=:{«- 6)*+(a-«:)*+(fl— «i)*+(6-c)*+(6— rf)'+(e— ^* 
V  =  32[2(a6+cd)— (<»c+*<^— (<«<'-|-*«)] 

[%,a(l+bcy-{ac-\-bd)-{ad-\-bc) 
w=  — 3[96(a— 6)  (a— c)  (a— «/)  (b—c)  (b—d)  (c—d)]*  ; 
u,  s,  w  étant  donc  des  fonctions  symétriques  des  racines ,  on 
satisfait  à  la  question.  On  a 


=  a'<+M"*+«"'*— «"«"•— aV"—«'V"' 
=  8  [(a—by  [c—dy  +  (a-  c)*  (6— <0'  f  («-«*)*  (*-«)'  ] 


— (<3^2c— 3^f*— 4v)â  =!  na'u'  = 
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cès expressions  étant  symétriques  par  rapport  aax  racines, 
on  voit  que  deux  racines  cubiques  peuvent  s^exprimer  l'iiQe 
par  l'autre ,  et  des  trois  racines  qtiodratiquesy  que  nous  avons 
désignées  par  u%  u",  u'",  une  peut  se  déterminer  par  les 
deux  autres.  A  l'aide  de  cette  observation,  on  voit  comment 
cette  grande  ambiguïté  de  radicaux  ne  représente  pourtant 
que  quatre  quantités  diverses. 

Considérations  générales. 

Si  nous  examinons  attentivement  la  composition  des  ex- 
pressions qui  représentent  les  quatre  racines,  nous  voyons 
qu'il  faut  d'abord  extraire  la  racine  carrée  d'une  fonction 
symétrique  des  racines  (Kîv),  et  extraire  la  racine  cubique 
de  c^lle^ci,  jointe  à  une  autre  fonction  symétrique  (t^),  et  en- 
suite réunir  celle-ci  à  une  semblable  racine  cubique  ;  ajouter 
à  ce  résultat  une  troisième  fonction  symétrique  (5),  et  ex* 
traire  la  racine  carrée  du  tout;  formant  trois  semblables  ra- 
cines quadratiques  et  les  réunissant  à  une  quatrième  fonction 
symétrique  u,  on  obtient  les  quatre  racines»  Ces  extractions 
de  racines  ne  peuvent  être  qu'indiquées  si  les  quantités  sons 
les  radicaux  sont  exprimées  en  coefficients  de  l'équation  du 
quatrième  d(*gré,  à  laquelle  ces  racines  appartiennent  ;  mais 
si  les  quantités  sous  les  radicaux  sont  extiibées  en  fonction 
de  racines  elles-mêmes ,  comme  nous  avons  fait»  alors  nous 
voyons  que  les  extractions  deviennent  possibles,  et  amènent 
successivement  à  diverses  fonctions  non  symétriques  des 
racines  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  chaque  racine  en  par- 
ticulier. 

On  voit  que  dans  ces  questions  il  faut  commencer  par 
chercher  des  Tondions  non  symétriques,  lesquelles,  élevées 
à  certaines  puiasancesi  deviennent  sy.malriqoesi  car  on  ne 
peu^pa^  autTÊAi^Qt  Parvenir  k  d^  fonction^  non  symétri* 


Digitized  by 


Google 


—  27  - 

qaes,  par  des  extractions  de  racines  opérées  sor  des  fonctions 
symétriques.  Mais  il  n*y  a  d'autres  fonctions  de  ce  genre  que 
le  produit  formé  des  différences  des  racines,  et  tel  qu*en 
permutant  les  racines  on  obtient  deux  valeurs  de  signes  op- 
posés, et  le  carré  de  ce  produit  donne  alors  une  fonction  sy- 
métrique. Ainsi  dans  les  solutions  précédentes  le  dernier  ra- 
dical doit  surmonter  et  surmonte  en  effet  un  carré  ;  donc  ce 
radical  doit  être  quadratique  ;  c*est  ce  qui  résulte  aussi  de  la 
considération  suivante. 

Supposons  les  coefficients  de  Téquation  fonctions  d'une 
quantité  r,  et  soit  x  la  racine;  l'équation  peut  s'écrire 

dx  F' M 

F(a:,  l)=0  ;  d'où  ^T  '^'^T^  *  ^*  Téqualion  a  deux  ra- 

dx 
cines  égales,  et  qne  nous  les  prenions  pour  x^  -j-  devient  in- 
fini. Si  donc  X  peut  s'exprimer  en  r  à  l'aide  de  radicaux , 
l'expression  doit  être  ainsi  formée  que  la  différenliatien 
amène  un  dénominateur  qui  s'évanouisse  toutes  les  fois  que 
deux  racines  deviennent  égales,  ce  qui  n'est  autrement  pos- 
sible que  lorsque  ce  dénominateur  est  formé  du  carré  du  pro- 
duit des  différences  de  toutes  les  racines  de  l'équation.  Ainsi 
le  carré  doit  se  trouver^  dans  ces  expressions .  seul  sous  le 
radical,  sans  élre  joint  par  addition  à  d'autres  quantités^  en 
d'autres  termes,  il  doit  être  le  radical  ultime ,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu  dans  la  résolution  algébrique  des  équations  du 
2*"%  3*"*  et  4*"«  degré. 

On  a  souvent  f^iit  l'observation  quesion  donne  la  résolution 
algébrique  d'une  équation  du  n^^  degré,  aucune  relatioa 
n'existant  entre  les  racines,  l'expression  des  racines  doit  impli- 
quer nécessairement  tant  de  radicaux  qu'elles  puissent  conve- 
.  nir  aussf  aux  solutions  des  équations  de  degré  inférieur;  delà 
on  est  facilement  porté  à  conjecturer  que  le  nombre  des  di- 
mensions auquel  monte  l'expression  renfermée  sous  le  radical 
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ultime  \w)yne  peat  être  moiadre  que  le  plus  petit  multiple 
des  nombres  2,  3,  4...n  ;  pour  n=29  3, 4,  ce  plus  petit  mul- 
tiple est  2,  6,  lOy  et  c'est  aussi  dans  ces  cas,  le  nombre  des 
dimensions  du  carré  du  produit  des  différences  des  racines 
qu'on  trouve  sous  le  radical  ultime;  mais  pour  ii=5,  le 
moindre  multiple  est  60,  pendant  que  le  nombre  des  dimen- 
sions du  carré  est  seulement  de  20  et  monte  en  général  au 
nombre  n(n — 1)  ;  cet  accord  manque  aussi  pour  des  nombres 
supérieurs  à  5. 


DEMONSTRATION 

éTun  théorème  de  M.  Gauss  mr  le  pentagone 
(Question  162,  YI ,  p.  276). 

WABL  K.  VAVXi  BMBMMT. 


Théorème  I.  ABCDE  étant  un  pentagone  plan  quelconque, 
représentons  par  a,  e,  7,  ^,  c  les  aires  des  triangles  ABC, 
BCD,  CDE,  DEA^  EAB,  et  par  S  la  surface  du  pentagone, 
on  aura  : 

S'— S(«  +  6+7  +  ^+f)+a€+6y+7^+^f4.M=:0.    (I) 

DémoMtration.  Nous  nous  appuierons  sur  le  théorème 
connu  de  Fontaine  sur  le  quadrilatère  (VI ,  71).  Considérons 
en  effet  le  quadrilatère  BGDE  et  le  point  A  sur  son  plan,  on 
aura,  d'après  le  théorème  cité  : 

t.  ACU +a«s  ABD.  AGE.  (A) 

Or  l'on  a  : 

AGDasS~(a4.^);ABD=S~(6+^);AGEsS--(a+7); 
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remplaçant  dans  (A)^  Ton  aura  : 

,[S_«-*]  +  «*=[S-(6+*)]  [S-(«+7)], 

d'Où: 

S'-S(«+6+y+*+«)+(«  +  7)(«  +  *)-«*+*«  +  -» 

on  simplifiait  : 

S*— S(a+64-7+*+f)+a€+674-7*+&-ffa=0.     C.  q.  f.  d. 

Théorème  II.  ABGDE  étant  on  pentagone  plan ,  si  Ton 
appelle  «',  6^,  y\  a',  i',  les  snrraccs  des  quadrilatères  ABGD, 
BGDE ,  GDEA. ,  DEAB ,  EABG ,  et  S  la  surface  du  pentagone, 
on  anra  encore  : 

S'— S(«'+  6'+7'+^'+0+«'«'+SV+7'*+'î«'+tV=0.  (3) 

Démoiuiraiion.  On  le  démontre  facilement  en  remplaçant , 
dans  la  relation  (1),  chacune  des  quantités  a,  6, 7,  ^,  c  par 
la  diflérence  entre  S  surface  du  pentagone  et  Tune  des  aires 
a\  6',  y,  ^,  c'  convenablement  choisie  ;  ce  qui  donne  une  re- 
lation entre  S  et  a ,  6\  / ,  ^,  «  'qui ,  simplifiée ,  est  précisément 
la  relation  (2). 

Remarque.  Si  le  pentagone  devient  quadrilatère  ABCD , 
en  nommant  a,  S,  7  les  aires  des  triangles  ABC,  BGD,  CD  A, 
et  S  la  surface  du  quadrilatère ,  la  relation  (1)  est  remplacée 
par  celle-ci  : 

(3)  ff-S{«+6+7)  +  «6+€7=0, 

relation  que  Ton  peut  d'ailleurs  yérifier  directement  en  ré- 
solvant la  relation  (3)  par  rapport  à  S. 
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NOTE 

iur  le  développemeni  de  e'  en  série. 


rLedéYeloppemeatderexpressioii(i+a)^  m  met  fOUS 
la  forme  : 

,„...,+.,L.+,+(i+;)+(i+|)(i_|)+ 

+(î-i)G-t)(î-ï') +-•-■• 

Si  la  qaaDlilé  «  deyient  iDfioimeot  petite»  il  âera  néoeMaire 
de  prouver  rigoureusement  qu'on  peut  la  négliger  dans  le 
second  membre  «  parce  que  les  facteurs  binômes  deyenant  ea 
nombre  infini  ^  leur  produit  pourrait  donner  pour  coefficients 
de  a  des  quaniités  asiea  grandes  pour  compenser  la  petitesse  de 
ce  facteur  ;  d*où  il  résulterait  que  la  série  du  second  membre, 
qui  a  évidemment  pour  limite  supérieure 

vaudrait  moins  que  cette  quantité.  Pour  lever  cette  difficulté, 
on  peut  faire  usage  d'un  procédé  applicable  &  d'autres  cas, 
et  qui  est  fondé  sur  le  lemme  suivant. 

Lemme.  1^  Si  on  multiplie  entre  eux  deux  polynômes 
a  —  iot-j-ca"— ...,  a!  —  i'a-f-cV  — ...,  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  ascendantes  de  a ,  et  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  ou  négatifs,  on  obtiendra  un  produit 
a"—  6"«-j-c'V  —  ...  de  même  forme.  Si  de  plus  on  aug- 
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monfail  Mb»  changer  leurs  signes^  les  coefficients  a,  ft,  0, ... 
o!^  V^  e\  .ft.^  tons  les  termes  da  produit  seraient  augmeniés } 
enGn  si  on  réunissait  dan»  une  même  somine  plusieurs  pro- 
duits semblables  àli  prAcédent,  cette  somme  de  la  forme 
A  —  Ba-{-  Gz' ...  aurait  des  coefficients  d'autant  plus  grands 
que  ceux  des  divers  produits  seraient  plus  grands. 

2*  Si  les  termes  d'une  suite  a  —  ia  +  ca*  — ...  indéfinie 
peuvent  devenir  aussi  petits  que  Ton  voudra ,  en  multipliant 
celte  suite  par  nn  polynôme  a'  — &'a  +  cV...± &'«*"* 
d*on  nombre  fini  de  termes,  on  obtiendra  nn  produit 
cT — y^x^^9t^.*  dont  chaque  terme  pourra  devenir  aussi 
petit  que  l'on  voudra.  Gela  tient  à  ce  que  m  quantité  infini- 
ment petites ,  fe ,  •')  t''  multipliées  par  des  quantilés  finies  on 
infiniment  petites, /?,  q^r^s ...  donnent  une  somme 

aussi  petite  que  Von  veut. 
Gda  posé,  les  termes  du  second  membre  de  la  suite  (1)  après 

les  deux  premiers,  sont  moindres  que  (â"^^)'  (â~~')  » 


(I-)". 


etc...  ;  leur  somme  aura  pour  limite  supérieure  : 

^+(l-")+(H+"-=^- 


a 


=  a  +  2~it3«)  +  3(3«)'— 3(3a)»  +  ...î 

3a  pouvant  devenir  très-petit ,  les  termes  successifs  de  cette 
suite  peuvent  devenir  aussi  faibles  qu'on  voudra,  et  être  dé- 
croissants. Mais  la  suite  (1)  étant  composée  de  produits  tout 
à  fait  analogues  à  ceux  que  donnent  les  divers  termes  de  la 
progression ,  les  termes  en  a ,  a^•.  de  cette  suite  sont  limités 
par— 3(3a),  3(8a)* ...  qui  peuvent  devenir  aussi  petits  que 
l'on  voudra  et  dont  la  sonune  algébrique  sera  aussi  nulle  , 
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puisqu'elle  forme  une  série  décroissante  et  alternée  de  signes  ; 
d'où  résulte  que  dans  le  cas  de  a  infiniment  petit ,  on  trouTe  : 


1   .     1-.     1 


(l+«).  =  2+-  +  s^-f 


â.3   *  2.3.4  ' 

On  aurait  obtenu  une  limite  Supérieure  bien  plus  rappro- 
chée du  second  membre  de  Téquation  (1)  et  de  ses  termes 
successifs,  en  remarquant  que  les  binômes  entre  parenthèses 

sont  tous  limités  par  (  ô+^~<^  )?  ^  ^^^^  ^^^  quantité  finie 
très-petite;  d'où  il  résulterait  que  ce  second  membre  et  cha- 
cun de  ses  termes  auraient  pour  limites  le  déyeloppement 


La  série 


(H'H-a-rG-î)+ 
+a-«)'G-T)'(î-T)'+-  '») 

serait  limitée  pour  son  ensemble  et  ses  termes  par  la  somme 
et  les  termes  de  la  progression 

Mais  cette  progression  est  une  partie  de  la  progression  dont 
le  premier  terme  et  la  raison  sont  (  7  Vf-  ^ — «  ]  ;  d'où  il  ré- 
sulte que  les  termes  de  cette  dernière  servent  de  limite  à  ceux 
de  la  suite  (2),  qui  se  réduit  pour  à  infiniment  petit  à 

2*  Considérons  l'expression 

<'+-)'='+'+<?-i)+<l-')(f-T)- 
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supposons  la  sqite  proloDgée  jusqu'à  un  terme  tel  que  x  soit 
plus  petit  que  m ,  la  suite  à  partir  de  m  -h  1  terme  aura  pour 
expressioa  : 

•^U~2;  V3  ""  3  y  •  V^ — ^~; 

eu  augmentant d'une  quantité  floie  très-petile  ^,  on 

formera  une  progression  qui  aura  pour  premier  t!erme  et 

%     a:  ^ 

pour  rai*)n  - — -■  +  ^  —  a ,  A  qui  limitera 

donc  poar  «  infiniment  petit ,  tous  les  termes  en  a,  a%  ... 
seront  aussi  faibles  qu'on  voudra  ;  le  produit  de  cette  suite 

par  le  poljnôme  •^(3-— |)  v-  ( ^  1  4'on  nombre 

fini  de  termes,  ne  produira  que  des  termes  en  a  négligeables  ; 
comme  d'ailleurs  on  peut  négliger  cette  quantité  dans  les  m 
premiers  termes  qui  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  facteurs, 

ilrésulteqae(t+«r=e*=H.5  +  iI+^+^... 

M.  Liouville  avait  déjà  démontré  rigoureusement,  dans  le 

1 

Journal  de  math^natiques ^  t.  Y,  p.  280,  que  (i  +  (r)^=ze 
lorsque  a  est  infiniment  petit.  Le  procédé  qu'il  emploie  est 
aussi  simple  que  possible.  Les  considérations  précédentes'^  qui 
n'exigent  que  la  formation  de  progressions  géométriques , 
peuvent  s'appliquer  à  d'autres  cas. 


Ami.  DK  Ukrutu.  VU. 
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THEOREME  DE  STATIQUE. 

9AM,  M.  OATAIiAW. 


dam  un  même  plan^  mais  non  appliquées  en  un  même  paini^ 
se  fassent  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  •*  *  ^. 

r  Que  deux  de  ces  forces ,  pat  exemple  les  farces  P  et  Q, 
(6g.  4)  soient  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
deux  côtés  opposés  AB^  CD  d^un  quodriiaiére  ; 

2^  Que  les  deux  autres  forces^  S  et  T,  soient  rq^réseniées 
des  droites  respectivement  égales  et  parallèles  aux  deux 
très  côtés  AD,  BGdeae  quadrilatère  ; 

S*  Que  iesâireetiùns  de  ces  deux dmUêtesfatcesr^fseonireni 
les  oôtés  BC;  AD  en-despoinU  E,  F,  Uls que  Fon  ait 

BE_1» 
CB""AF' 

V  Enfin  que  les  fùrces¥  et  Q  agissetU  en  sens  contraires^  ti 
quHl  en  sait  de  mime  pour  les  forces  S,  T. 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  supposons  d'abord  qu'avec 
les  deat  droHfB  AB^  CD,  qui  repréMiieiil  «n  gramieiir  ti 
ta  direction  deux  forces  données  P,  Q,  ttgisstint  en  sens 
ecmtrsiirei>  on  tonsinilse  on  quadrilatère  ABCO.  Je  dis 
que  si,  en  un  point  qaelconqac  E,  da  cdté  BC»  on  appliqoe 
nne  force  S,  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  In 
droite  EH,  égale  et  parallèle  à  AD,  les  trois  forces  P^  Q,  S 
auront  une  résultante  unique.. 
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AppliqaoDi  MX  points  B,  C,  deat  forces  8^,  S",  patalldes 
à  S,  et  telles  que  l'on  ait 

elles  poorront  tenir  Heu  de  la  force  S. 

Les  deux  forces  P  et  S',  appliquées  en  B,  auront  une  ré- 
sultante unique  R',  située  dans  le  plan  DAB,  et  dont  la  di- 
rection rencontrera  AD  en  un  point  F,  déterminé  par  k 

AF     S 
proportion  T-g  =  p  ;  donc,  à  came  de  AB=P,  Ton  aura 

AF  =  S'. 
Dé  la  méfue  manière,  la  résultante  R"  des  deux  forces  Q 
et  S"  rencontre  AD  en  un  point  F',  déterminé  par  la  relation 
DF'  «  S". 

On  conclut,  de  ces  deux  valeurs,  AF+DP=S=AD  j  c'est- 
à-^ire  que  les  points  F  et  F'  se  confondent,  et  que  les  forces 
R',  R"  ont  une  résultante  R,  dont  la  direction  rencontre 
AD  en  un  point  P,  qui  divise  cette  droite  AD  en  deux  par- 
ties AF,  DF,  inversement  proportionnelles  à  B£,  CE. 

Pour  obtenir  la  grandeur  et  l^  direclion  de  R,  il  suflSt 
d'observer  quelds  forces  R',  R",  étant  reprôscntécs  en  gran- 
deur et  en  direction  par  les'  droites  FB,  FC,  leur  résultante 
R  sera  représentée  par  une  droite  égale  et  parallèle  k  BG. 
Cette  force  R,  résultante  des  forces  P,  Q,  S,  est  rfbnc  égale 
et  directement  opgpsée  à  la  force  T  ;  donc  les  quatre  forces 
Pf  Qi  S,  T  se  font  équilibre.  La  condition  énoncée  est  donc 
suffisante. 

Afin  de  faire  voir  que  cette  condition  est  nécessaire,  sup- 
posons qu'étant  donné  un  quadrilatère  ABCD  (fig.  5),  dans 
'lequel  les  deux  côtés  AB,  CD  représentent  en  grandeur  et 
en  direction  deux  forces  données  P,  Q,  on  applique  une 
force  S,  égale  et  parallèle  à  celle  qui  serait  représentée  par 
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AD,  mais  de  manière  que  la  direction  de  cette  force  S  ne 
rencontre  pas  le  c6ié  BG.  Je  dis  qae  les  forces  P,  Q,  S  ne  pour- 
ront pas  se  rédaire  à  nne  force  unique. 

Menons  une  droi(e  GH,  qui  rencontre  en  G,  H,  E  les  di- 
rections des  forces  Q,  P,  S  ;  projetons  la  figure  sur  le  plan 
BAD,  à  Taîde  des  droites  parallèles  à  AD;  la  direction  de  la 
force  S  rencontre  G'H  en  un  point  E'  non  situé  sur  BC'. 

Cela  posé,  si  nous  reprenons  les  décompositions  de  tout  à 
rheure,  nous  obtiendrons  : 

AF=*H.|.||,    BP=»G.^.^. 

Si  les  points  F  et  F'  se  confondaient,  on  trouverait,  en  ajou- 
tant ces  deux  valeurs  : 

Mais,  K' étant  le  point  de  rencontre  de  G'H  ayec  BC,  on  a  : 

G'H  =  ^.G'K'  +  ^.K'H; 
retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  : 

ou  encore 

AH  _  DG' 
AB  ~  DC 

• 

Or,  cette -proposition  est  absurde  tant^^fuc  les  droites  BG'^  HG' 
se  coupent.  El  si  elles  étaient  parallèles,  on  démontrerait 
encore  plus  facilement  que  nous  ne  venons  de  le  faire,  que 
les  forces  P,  Q,  S  n'ont  pas  de  résultanrte  unique.  .  . 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

{Juin  1846.) 
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RÉSOLUTION  EN  NOBIBRES  ENTIERS 


de  r^uatUm  x'  +  y'  =  z*  +  i\ 
PAA  M.  uonsovs. 


Un  facteur  carrés  commun  à  trois  des  termes  x*,  y^ 
2*,V  de  l'équation 

^"+y  =  2'+^S  (a) 

doit  disparaître  par  la  division  ;  cela  fait ,  on  reconnaît  de 
suite  que  des  quatre  nombres  x,  y^  z,  t,  il  y  en  a  deux  pairs, 
quand  ils  ne  sont  pas  tous  impairs  ;  on  pourra  donc  poser , 
V,  q,  r,  s  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  : 


X+y-z--t  =  2q    {    ^,^^    j    Qy:^p  +  q  —  r+s 


A    '^x=pfq'^r' 

,     i'oùJ   ^r^P  +  q-r- 

x—y'\-z  —  r==2r  1  j   22  =/?— ^-|-'*+* 

—  •^+.^  +  2  —  /=2*   )  I    2t  szp  —  q — r— 5 

La  substitution  dans  Téqualion  (a)  donne 

pq=:rs', 

de  là  5  =  ^. 

r 

Gomme  s  doit  être  entier ,  si  R  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  dep  et  r,  et  qu'on  atip  =  PR ,  r  =  Rp,  il  en  résul- 

tera  *  =  -^  j  et  comme  P,  p  sont  premiers  entre  eux ,  il  fau- 

P 
dra  poser  q  =  Qp,  d  où  s  ==  PQ. 

Ainsi  on  aura ,  en  substituant  pour  /?,  q,  r,  $y  leurs  va- 
leurs PR,  Qp,Rp,  PQ: 
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2j:=P(R— Q)+.(R+Q),  2r=m+Q)-p(R-Q) 
a/  =  P(R-<J)-p(R+Q),  22  =  P(R+Q)  +  P(R-Q)- 

9n  tire  de  là 

Pour  que  le  second  membre  soit  divisible  par  2 ,  il  faut  que 
dans  un  au  moins  des  facteurs  binômes  P*+P%  Q'+  ^%  *^ 
deux  termes  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Si 
le  binôme  P'+p'  remplit  celte  condition,  en  vertu  de 


2 
il  viendra 


m+m"^-+^-' . 


:r-+y  =  (Q.'+R^(Q*+R-). 

Ainsi  ar'+y  =3  «•-}-£•=*  A  est  un  nombre  composé. 
Si  cependant  on  avait  R.  =  0,  0,^1,  ce  qui  suppose 
P=pBs  1,  on  n'aurait  plus  que 

qui  peut  être  premier ,  mais  alors 

j:  =  R,^=Q;  2=R,  <==--Q; 

on  n'a  plus  réellement  qu'une  seule  décomposition  de  A  en 
deux  carrés. 

Théorème.  Tout  nombre  A  qui  peut  être  mis  de  deux  ma- 
nières sous  la  (orme  f^-]- g*  est  nécessairement  non  pre- 
mier. 

Remarque.  Tout  nombre  qui  ne  peut  être  mis  qu'une  seule 
fols  80U9  la  forme/*  +^ est  premier.  La  démonstration  pré- 
sente plus  de  difficulté. 

Problême.  Résoudre  t'équatiun  j:'4->"*  =  z*. 

On  fera  r  =  0  ;  de  là,  P(R-Q)  =  p(P+Q) ,  Téliminatioa 
de  p  conduit  à  la  solution 
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Il  safllt  d'omettre  un  Ihctear  commoii  aux  nombres  x^  y^  t. 

Problème.  Résoudre  a:»+j^  =  2z*? 

II  fant poser  ca^l^  de  là,  Rp4'I^Q ^^0)  en  éliminant 7> 
et  omettant  uq  facteur  coraman ,  on  trouve 

^=«R'+2QR— QN 
»=R«+Q% 

Problême.  Résoudre  jc'+y  =  2  («•+/•). 
Comme  x  eiy  doivent  être  loua  deuii  pairs  mi  tous  deai 
impairs ,  on  aura 

On  est  ramené  au  premier  problème. 

Problème.    Résoudre    T^quation     x'+y  +  z*  =  ^'    en 
nombres  entiers. 


DISCUSSION 

éP une  surface  du  4^"*^  degré ^  donnant  une  valeur  approchée  du 

radical  V/x*+y,  d'après  M.  Poncelet  (Crellc  ,  t.  XIII. 
p.  277.  1835,  en  français). 


T.  SoU(2+1)'(Jf'+/)— (^^+H*«=oréiualion  d'une 
snrface  du  quatrième  degré. 

1®  Faisant  j:=:^  =^0,  on  a  s  =  -;  donc  Taxe  des  %  est 
sur  la  surface; 

2"*  Tout  plan  parallèle  au  pbn  xjr  rencontre  la  surface 
auivant  deux  droites,  qui  se  coupent  sur  Taxe  de^  z  ;  donc 
]a  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  suivant 
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tine  certaine  loi. le  long  de  l'axe  des  z,  paraUèlemeot  aa 
plan:t^; 


■o.n       y      a*db(«-}-i)\/a'-|-6'— (1+8)'      . 

Ainsi ,  \  une  même  valeur  de  z  répondent  deux  valeurs 
de  f ,  qui  donnent  deux  droites  conjuguées.  Les  deux  se  ré- 
unissent en  une  seule,  lorsque  z  =  -- 1  ;  alors  tang  f  =  —  -  ; 


et  lorsque  a»  ^  id=|/a*+^%  alors  tang<p'  :=  -  ;  prises  posid- 

yemcnt,ces  deux  dernières  valeurs  de  z  sont  des  maximams-; 

4*  On  a  z=— *lih(acos«p+68Înf);    lorsque  <p  =  0, 

z'=  — 1  dia;  si  Ton  veut  que  z  et  z'  soient  conjugués,  l'on 

doit  poser 

,,  ,   ^       1-— COS<P  ^  1 

acosf  +  ^sin<p=a ,  d'où  -  =  — ; i  =cot  -  9     ' 

ainsitangf  <tangf  ;  f'<?; 

5"*  a  et  6  diminuant,  z'  etz''  augmentent  négativement,  et 
par  conséquent  diminuent  étant  pris  positivement ,  la  plus 
grande  diminution  ayant  lieu  lorsque  ces  valeurs  atteignent 
le  maximum  Z  ;  on  doit  donc  poser 

1  — a=l — ûcosf  —  tsinç  =  —  1  -|-  J/a'+é*  ; 
on  déduit 

âsm-?  2cos- 

a  = : — ;      ^=  — 


1+sin-^  1+sin-^ 

faisant  <p++= 2y,  il  vient 

!  i     •  1 

a  5=1— tang'  -  +  ;    6?=2  lang-  4^  ;  1— astang"  j  4^. 

4  4  ♦ 
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j4pplic(Uiûns  numériques. 

m 

6""  Soit  â  extraire  la  racine  carrée  de  Jc^+y  ;  sopposons 
qa'elle   soit  égale    à   àx-^-by  i    Terreur    totale    sera 

ax+by — \/j:*4-r%  et  Terreur  refeUîve  est  — i=z: 

on  cherche  le&  valeurs  ne  a  et  6,  qui  donnent  à  z  une  va- 
leur minimum  dans  Tintervalle  de  o  à  cp  ;  faisant  par  exemple 
<p==l«,  on  obtient  û=*=0,8284;  1— a=0,1716  ;  on  a  donc, 

I  y • 

à  moins  d'un  0,1716  ou  -  près,  V  x^+y  =0,83  (x-j-y) , 

•  6  ^ 

et  j:  et  j^  étant  quelconques,  faisant  successivement 
tang<p  =  0,  1,  2,  3,  4 iO, 

on  obtient  pour  le  radical  .\/j:'+y,  d'une  manière  ap- 
prochée. 

0  —  0,8^  (^+x)  à  -  près  j:  et  ^quelconques. 

Erreurs. 

1  —  0,960«x  +  0,39783^ ^5 '^>    ^ 

1 

2  —  0,98592j:  +  0,23270^ l^^l a:>  ^ 

3  —  jO,99350x  +  0,16123^  —  rrr    —  ^>  3^ 

io4 

4  —  0,99625x  +  0,1226Qr  —  4^    —  Jc>  \y 

5  —  0,99757j:  +  0,09878^  _  JL     —  x>  5y 

417 

6  —  0,99826x  +  0,08261^  —  -1-   —  x>  6y 

589       • 

7  —  0,99875x  4-  0,07098^  ^  —  -.  x>  Jy 
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8  -  0,99905:c  +  0,0«22Qy  -  ^  -  x>  8y 

9  -  0,9993to  +  0,0553^  '^  {ks  ^  "^^  ^ 
iO  —  0,99935j:  +  0,04981^  _  J-  _  ;c>lCtr 

Go  tablcan ,  que  nous  avon^  cop%  dan^  le  mémoire  de 
M.  Poncclet,  est  extrémemenl  utile  dans  la  pratique. 


BIBUOGRAPHIE. 


LeÇOTIS  de  GiOMÉTRIE  ANALYTIQUE  ,     PRÉCàOÉBS  DBS    ÉLÉMENTS  DE 
LA  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE  ET  SPHERIQUE,  par  P.  L    CiRObDB, 

professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de  Henri  IVy 
2*  édition,  1848,  în-8%  III»  540,  9  pi.  (L.  Hfchulte et  0«). 

La  première  édition  de  cet  ouvrage  de  M.  Giroddc  est  con- 
nue de  la  majorité  de  nos  lecteurs.  11  n'y  aurait  donc  aucun 
intérêt  à  rendre  compte  de  cette  seconde,  si  des  modifications 
nombreuses  n'avaient  été  apportées  par-l'auteur  dans  Tordre 
des  matières,  et  s'il  n'avait  été  fait  dans  certaines  parties  des 
changements  utiles. 

Dans  ravertisscment  placé  en  télé  de  cette  seconde  édi- 
tion, M.  Giroddc  explique  pour  quelles  raisons  il  a  rnodiOé  ' 
son  premier  plan.  Ces  raisons  sont  bonnes  à  enregistrer  pour 
servir  à  Thistoire  des  examens  d'admission  à  l'école  Poly- 
technique. Les  réflexions  que  font  nattre  de  semblables  faits 
nous  entraîneraient  bien  loin  ,  et  nous  d«>nianderons  bientôt 
aux  habiles  rédacteurs  dos  Nouvelles  Annaleê  de  malhéma-- 
tiques  la  permission  de  doyeluppcr  quelques  considérations 
i  ce  sujet. 
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M*  Cjrodde  s'asprime  ainsi  i 

«  A  Tépoque  où  je  publiai  la  première  édition  do  met 
n  leçons  dQ  géoméêriê  analytique ,  les  questions  de  rexamon 
»  pour  Tadmissioii  à  Téoole  Polytechnique  avaient  pris  une 
B  extension  déasesurée.  Ainsi  on  interrogeait  les  candidats 
»  non-seulement  sur  les  méthodes  des  tangtnU$^  des  osymp- 
»  toteSf  des  centres  et  des  diamètres ,  mais  enooro  sur  la  dé- 
»  termination  des  points  maximum  e$  minimum ,  des  points 
»  t inflexion,  sur  la  discussion  des  courbes  d'ordre  quelconque^ 
9  sur  leur  similitude^  etc.,  ete.  Celait  donc  la  géométrie  gé- 
»  nérale  que  les  professeurs  avaient  à  enseigner  à  leurs 
»  élèves  I  de  sorte  que  Fétude  des  propriétés  des  courbes  du 
»  second  ordre  devait  se  dédqire,  comme  simple  application 
»  des  théories  dont  nous  venons  de  parler.  Tel  était  Tordre 
»  tracé  par  les  exigences  des  examens  y  et  que  J'avais  dA 
o  suivre,  d'abord  dans  mes  cours  pendant  les  années sco- 
»  laires  1839, 1839,  1840,  1841, 1842, 1843,  et  ensuite  dans 
»  la  rédaction  de  mon  livre.    . 

»  Depuis  lors  le  cercle  de  Texamen  a  été  rétréci,  ou  plutôt 
»  est  rentré  dans  ses  premières  limites.  En  conséquence, 
>  sans  vouloir  supprimer  aucune  des  théories  qui  Tont  de  mon 
»  livre  un  traitécompiet  de  géométrie  analytique,  j'ai  cru  de» 
»  voir  modiCer  dans  celle  seconde  édition  le  plan  que  j'avais 
•»  suivi  dans  la  première.  » 

Cetio  seconde  édition  nous  semble  oftrlV  de  nombreux 
avantages  sur  la  précédente  pour  les  élèves  qui  commencent 
à  étudier  la  géométrie  analytique,  précisément  à  cause  de 
Tordre  qui  est  suivi  maintenant  par  M.  Cirodde. 

Ainsi  les  diflBcullés  sont  graduées ,  le  style  est  clair;  quel- 
ques aperçus  historiques  donnent  de  Tintérét  au  discours , 
et  surtout  une  grande  quantité  d'exercices  utiles  sont  offerts 
au  lecteur.  Cependant  une  remarque  i  ce  sujet  sera  faite  à  la 
Qn  de  oet  article. 
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Ce  traité  est  d'aillears  complet,  en  ce  qae  rien  de  ce  qui 
est  demandé  anx  candidats  n'est  omis.  Nous  citeroqg  la  théo- 
rie de  la  ligne  droite,  la  théorie  des  transversales ,  et  toutes 
les  monographies  des  courbes  du  second  ordre  ;  les  théories 
des  tangentes,  des  asymptotes  sont  présentées  avec  tons  les 
développements  désirables  et  toute  la  concision  nécessaire 
dans  an  ouvrage  didactique. 

Sous  ce  rapport,  nous  félicitons  Fauteur  sur  les  change- 
ments que  présente  cette  nouvelle  édition. 

Nous  croyons  néanmoins  qu'il  y  aura  encore  quelques  cou- 
pures à  Taire  dans  la  prochaine  édition.  -^  Autant  que  nous 
pouvons  le  voir  par  ses  ouvrages,  M.  Girodde  n'aime  pas  les 
note$y  appendices^  additions  rejelées  à  la  fin  d'un  volume; 
cela  nous  semble  cependant  indispensable  ^  surtout  dans  un 
ouvrage  destiné  à  être  mis  entre  les  mains  des  élèves. 

Nous  offrirons  un  modèle  à  M.  Girddde ,  qui  ne  le  trou- 
vera point  mauvais.  —  Nous  pensons  qu'il  peut  faire  pour 
toutes  ses  publications  ce  qu'il  a  fait  lui*méme  pour  son 
arithmétique:  une  exposition  rapide,  concise,  et  pourtant 
complète,  de  ce  qui  est  théorie  ;  puis  les  applications  de  toutes 
ces  théories  à  parti  enfin  des  additions  sur  ce  qui  peut  être 
utile ,  sans  être  indispensable.  Que  M.  Girodde  s'imite  lui- 
même  à  une  prochaine  édition. 

Ainsi ,  un  grand  nombre  de  propriétés  des  trois  courbes  du  • 
second  ordre  aufaient  pu  être  conservées ,  mais  rejetées  en 
note  à  la  fin  du  volume.  Nous  savons  bien  que  les  élèves  de- 
mandent ces  développements ,  mais  il  est  bon  de  ne  pas  cé- 
der à  ces  entraînements.  La  géométrie  analytique  est  une 
science  fort  simple  dans  ses  principes  ;  c'est  là  ce  que  les 
élèves  doivent  comprendre  à  une  première  lecture. 

Tels  qu'ils  sont,  tous  les  ouvrages  de  M.  Girodde  sont 
indispensables  aux  professeurs  et  aux  élèves;  mais  nous  pen- 
sons que  M.  Girodde  peut  les  améliorer  encore  ;  c'est  ainsi 
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qne  ses  ouvrages,  qui,  àrcxception  de  la  statique,  forment 
un  cours  complet  de  malhématiqaes  supérieures  (pour  par- 
ler suivant  les  dernières  ordonnances  ministérielles) ,  c'est 
ainsi ,  disons-nous  que  ses  ouvrages  auront  le  succès  de  son 
arithmétique ,  parvenue  à  la  huitième  édition ,  et  qui  est 
entre  les  mains  de  tons  les  candidats.  A.  Bl. 


QUESTIONS. 


175^  Lfi  courbe,  lien  géométrique  des  sommets  de  toutes 
les  paraboles  tangentes  à  un  cercle  donné,  et  ayant  pour 
foyer  commun  ua  point  fixe  sur  la  circonférence  du  même, 
cercle,  a  pour  équatiou  entre  les  coordonnées  polaires 

r3  =  a»  cos  5. 

(Strbbob.) 

176.  Étant  donnée  la  base  d'un  triangle  curviligne^  formé 
par  trois  arcs  d'hyperboles  équilatères,  ayant  le  même 
centre.,  le  lieu  du  sommet,  lorsque  l'angle  fait  par  les  deux 
côtés  est  constant ,  sera  une  ellipse  de  Gassini.    (Strbboh). 

177.  Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique 
d'un  point  tel ,  que  si  de  là  l'on  mène  les  tangentes  à  deux 
cercles  égaux  donnés,  leur  rectangle  soit  constant.  (Ge  lieu 
comprend,  comme  cas  particuliers,  l'eilipse  de  Gassini, 
ainsi (^e  les  courbes,  lieux  géométriques  des  projections 
orthogonales  du  centre  d'une  section  conique  sur  ses  tan- 
gentes.) *  •  (Strebor.) 
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NOTE 

• 

mrV extraction  de  la  racine  carrée  au  cubique  â  nmnê  d^une 
demi-unité  prés,  et  sur  le  degré  d'approximation  avec  le- 
quel il  faut  calculer  les  nombres  incommensurcAles  dont  on 
veut  extraire  la  racine  carrée  ou  cubique  »  pour  quê  l'erreur 
du  résultat  reste  au-dessous  d'une  limite  donnée. 

PAR  M.  VEaBUIiST, 

Proresseor  i  Bruxelles. 


Soit. M  on  nombre  donné ,  coromensarable  ou  non;  a,  le 
plus  grand  nombre  entier  dont  le  carré  soit  contenu  dans  N; 
R  ==  N  —  aMe  reste  de  l'extraction  de  la  racine  a.  Si  cette 
racine  est  approchée  à  moins  ^'une  demi-unité  près ,  on  doit 
avoir 

N<(a+iy,  d'oùR<a+i; 

condition  que  Ton  peut  vériGer  à  la  simple  inspection  de  a^ 
et  que  M.  Bourdon  a  déjà  mentionné  dans  la  note  qui  ter- 
mine son  Traité  d'arithmétique. 

Il  existe  une  condition  analogue  pour  la  racine  cubique. 
Elle  est  mains  simple,  à  la  vérité;  mais  comme  ^extraction 
de  cette  racine  est  une  opération  assez  laborieuse,  il  ne  faut 
pas  dédaigner  les  moyens  de  l'abréger. 

Soii  N,  R  et  a  des  nombres  analogues  aux  mécédlnts,  la 
condition  dont  il  s'agit  sera 


N< 


Hï- 


on         •  R<-.  +  -a+- (1) 
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Sur  qQoi  doqs  ferons  observer  qao  par  le  procédé  pour 
rextraction  de  la  racioc  cubique  rapporté  dans  notre  Leçon 
dPariikmétique ,  la  qoanlité  3a'  S'obtient  par  une  simple  ad- 
dition de  trots  nombres ,  dont  deux  se  trouvent  déjà  écrits 
et  dont  le  troisième  n'a  t^qc  deux  chiffres. 

L'inégalité  (1)  sera  satisfaite  à  fortiori ,  si  Ton  a 

alors  la  racine  a  wra  approchée  à  ipoins  d'une  deBii-iini(é 
près.  Dans  le  cas  contraire ,  on  anra 


Sa"    ,    8       ,1 


OU  y  ce  qui  revient  au  même , 

R  +  î->|-'+«+5 W 

Cette  inégalité  sera  satisfaite  à  fortiori  si  Ton  a  la  suivante 

»>^"+tf  +  0.t25, 

très-facile  à  vérifier  et  qai  fera  généralement  connaître  s'il 
ftot  ajouter  une  demi-unité  à  la  racine  a.  Ce  n'est  que  dans 
des  cas  bien  rares  qu'il  faudra  recourir  à  l'inégalité  (t)^  an 
mojen  de  laquelle  toute  incertitude  doit  disparaître. 

Nous  croyons  devoir  ajouter  que  le  problème  que  nous 
venons  de  résoudre  a  pour  but  principal  de  faciliter  la  solu- 
tion de  deux  autres  très-impcn^tants  dans  la  théorie  des  ap- 
proximations numériques.  Voici  l'énoncé  du  premier  : 

Sirii  X  im  Monièrs  ineommenswrablBytk  ta  vakwr  ttppnKhéê 

à  moin$  de  e prèe ,  -  VapproximatUmavee  laquelle  on  a  ex^ 
traii  la  racine  carrée  ou  tubique  de  a;  assigner  il  limite  de 
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Notts  prendrons  pour  point  de  départ  la  formule  générale 

et  noa$  traiterons  d'abord  le  cas  où  m=2  ;  elle  donne  alors 
Soit  r  la  racine  de  a  approchée  à  moins  de  -  près,  on  a 

■1:7      ..    . 

et^  par  conséquent, 

et,  à  plus  forte  raison ,  pour  uo  nombre  incommensurable 
•or  compris  entre  a  et  iz  -f-  e 

^7^2J/a 

Ainsi,  la  différence  .entre  la  racine  vraie  et  la  racine  cal- 

i            e 
culée  sera  moindre  que  -  +  ,  expression  dans  la- 

.  •  ^  yVa 

quelle  on  pourra  remplacer  yâ  par  r  ou  par  toute  autre  lig- 
nite inférieure.  Nous  désignerons  en  général  par  -  la  diflê- 

rence  dont  on  vient  de  parler.  D*apr.ès  ce  qui  précède,  on 
a ,  dans  le  cas  de  la  racine  carrée , 

et  Ton  trouve  de  la  même  manière  quand  il  s'agit  de  la 
racine  cubique 

'    Le  second  problème  est  l'inverse  du  précédent.  II  a  pour 
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énoDoé  :  jévee  quelle  eg^oximaiian  fauê-il  calculer  le  namhre 

incommenturahle  x ,  pour  qu'en  extrayant  â  moine  de  -  prés 

7 

la  racine  carrée  ou  cubique  de  sa  valeur  approchée  a,  fer- 

1 
reur  ne  surpasse  pas '. 

0 

CommençoDS  par  le  cas»  de  la  racine  carrée.  Oo  remar- 
quera qu'en  vertu  de  l'inégalité  (3),  plus  e  est  petite  plus 

-  doit  l'être  :  par  conséquent ,  si  Ton  remplace  e  par  e\  - 

0  0 

par  r; ,  et  qu'on  prenne  e'  <^e^-^  sera  moindre  que  ?.  D'où 

il  suit  que,  si  le  nombre  incommensurable  x  est  compris 
entre  aeta-^^j  l'erreur  du  résultat  tombera  au-dessous  de 

-.  Or,  pour  déterminer  cette  limite  ef,  ilsuflbra  de  poser 

l'équation 

d'on  l'on  tire  : 

et  pour  la  racine  cubique  : 

«■='•^(1-,-)      "> 

Dans  la  plupart  des  applications,  l'erreur  totale  -  est  de 
la  forme  — ^ ,  et  le  nombre  x  est  supérieur  à  l'unité.  Il  est 
avantageux  pour  lors  de  prendre  -  =  ô  *  Ta*»  >  ^^  ^^  ^^^' 
muks  (4)  et  (5)  donnent  toutes  — ;;  pour  limite  de  e ,  quand 


ix?i.  DB  M4TISM.  vil. 
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3.y- 


on  7  sobstitoe  aax  quantités  V^  et  t  k  <^  leor  limite  in- 

férieare ,  rnnité.  De  là  ce  (béorëme  : 

Pour  obtenir  la  racine  carrée  ou  cubique  dCun  nombre  in* 
commeneurable ,  supérieur  é  l'unité  ^  d  niéiris  d'une  ùfitlé  ^ 
eimale  de  Vordre  n ,  il  suffit  de  calculer  ce  nombre  avec  la 
même  approximation ,  et  d^ opérer  Vextractùm  de  racine  à 
moine  dune  demi-unité  de  cet  ordre. 

L'extraction  de  racine  des  nombres  incommensarables  n*a 
pas  été  omise  par  M.  Gailmin ,  dans  Texcellente  Note  snr  les 
"at^proximatioifs  nbméricpics,  qu'il  a  pnblfée  dans  ces  ^h* 
nales\X.  I ,  p.  2b9),  et  qu'il  a  reprodaile  depuis,  avec  quel- 
^qaespbangements,  dans  son  Cours  d^  Arithmétique.  Mais  il 
s*est  contenté  d'en  référer  aux  régies  connues,  et  ces  règles 
'ont  rfticonTéniént  d'éxfger  le 'calcul  des  nombres  incom- 
mensurables avec  une  précision  beaucoup  plus  grande  -qu'il 
ne  faut ,  et  d'interdire  par  là  l'usage  des  tables  de  logarithmes. 

Proposons-nous ,  par  exemple ,  de  calculer ,  à  moins  d'un 
demi-millième  près,  la  quantité 

la  théorie  ordinaire  enseigne  qu'il  faut  cherdier  la  racine 
cubique  de  2  avec  huit  décimales  ^  y  ajouter  1 ,  puis  extraire 
flVcc  quatre  décimales  la  racine  carrée  delà  somme.  D'après 
le  théorème  précédent ,  il  suifil  de  calculer  la  racine  cubique 
de'â  à  moins  d'un  dix-milliémc  près ,  et  d'extraire  la  racine 

carrée  de  1  -^  ^%  à  moins  de  0.00005.  Par  conséquent , 
'ces  deux  opérations  pourront  s'efiectner  très-facilement  par 
les  logarithmes. 
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NOTE 
mr  la  mrface  du  iriangle  sphérique  §t  sur  FeUipm  tphéripm. 

(  Fin,  Toir  page  14k) 


VA&  m.  V^âVWSOBr,  pmfeMear  (YenaillM). 


V.  ReveDOBS  aa  théorème  qoi  noos  a  servi  de  point  de 
départ ,  savoir  :  Le  sioas  de  la  moitié  de  la  surfaoe  d'un  tiî- 
angle  ^ale  le  sioas  de  Tare  qui  joint  les  mUieui;  de  denx 
côtés  maltiplié  par  le  sinus  d*un  arc  mené  perpendiculaire- 
ment nu  tbilien  Au  troisième  jnsqu^à  la  rencontre  de  celui  qui 
joint  les  deux  milieux.  Ce  théorème  est  démontré  dans  les 
^niiate  par  un  calcul  fort  simple  4  on|)ettt  aussi  rétablir 
ftométriqucment.  Seit  ABC  {fig,  6)  le  triangle  donné,  A'B'C 
ton  IrîMigle  polaire ,  m  et  n  les  milieux  de  deux  c^tés.  Il  «it 
aisé  de  voir  que  le  oerde  dont  m  est  le  pôle  divise  Tangle 
VCk"  en  deux  parties  égales  ;  «t  4e  «éne  celui  dont  n  «st 
le  pèle  divise  Fangle^^VA"  en  ému,  parties  ^nka.  Le  |NN&t 
Ocù  ces  4eax  cerdks  aa  coapent  est  donc  le  centre  encercle 
tecrit-wi  tri Mgle  BXjk"  ;  <soit  m!  le  point  de  tangeaee  ;  on 
aora^ 

,„  ,     A"C'+A"B'— B'C      A  +  B  +  C-.'ic      ,  i       .^ 

À'V  = -2—- = — î i =  le  -  excès. 

2  2  2 

D'ailleurs ,  les  deux  triangles  mRB,  COA"  sont  polaires  l'un 
de  Fautre,  et  d'après  leur  position ,  l'angle  R  =  A"0  ;  enfin 
l'angle  A"Om' est  supplément  de  B'OC,  qoi  lui-même  est  sup- 
plément de  mn.  Donc  l'angle  A"Om'=  mn  ;  or  le  triangle  rec- 
tangle A!'Om'  donne  sin  M' m!  ou 

Hin  x«ain  A'<0  .  «hi  à!K)m'-isz  atavMin .  MwA. 
2 

C.  Q.  F.  D. 
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Renuarque.  Si  on  prolonge  l'arc  A''0,  le  segmeaipq^  inter* 
capté  entre  les  cercles  Rm  et  RB  sera  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  BG,  et  égalera  A"0.  Enfin,  si  on  joint  le  point  B 
au  point  S ,  la  surface  du  triangle  donné  aura  pour  mesure 
le  double  de  l'angle  SB^  ;  en  d'autres  termes ,  elle  sera  double 
du  triangle  birectangle  SBR. 

YI.  De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  solution  da 
problème  :  Transformer  un  quadrilatère  qui  a  deux  côtés 
perpendiculaires  au  troisième  en  un  triangle  équivalent  ayant 
un  angle  commun  avec  le  quadrilatère.  Soit  abcd  {fig,  7} 
le  quadrilatère 9  6  et  c  ses  deux  angles  droits,  o  Tintersection 
de  ab  avec  cd^  à  partir  du  point  m,  milieu  de  od^  prenez 

mp  =  -.  Joignez  pb  ;  soit  q  la  rencontre  de  cet  arc  avec  ad 

prolongé  ;  joignez  oq ,  le  triangle  aqo  satisfera  à  la  question. 
En  effet  y  prenez  qS=:qd,  tirez  So  et  prolongez  l'arc /?6  jus- 
qu'à la  rencontre  en  n  avecSo.  On  sait  {Annales,  art.  cilé) 
que  n  sera  le  milieu  de  So.  Donc  »  d'après  ce  qui  précède,  le 
triangle  boc  est  la  moitié  du  triangle  Sod  ou  =qod,  mais 
aod  est  une  partie  commune  aux  deux  surfaces.  Donc  le  tri- 
angle qoa  est  équivalent  au  quadrilatère  abdc. 

Lemme,  Étant  donné  un  angle  À  sur  une  sphère  et  un  point 
0 ,  mener  un  arc  OCD ,  tel  qu'on  ait  OC  =  CD  =r  arc  inter- 
cepté dans  rangle.  La  solution  résulte  immédiatement  du 
théorème  14*  de  l'article  ci-dessus  indiqué. 

Yll.  Problème.  Avec  un  côté  donné ,  l'angle  adjacent  et  la 
surface,  construire  un  triangle. 

Soit  âB  (fig.  8)  la  base  donnée,  BâG  l'angle  adjacent. 
Supposons  que  la  surface  soit  représentée  par  le  double  du 
triangle  birectangle  AKH.  Le  problème  revient  à  mener  par 
B  un  arc  BDI ,  tel  qu'on  ait  BD  =  Dl.  Pour  cela ,  il  n'y  a 
qu'à  prendre  KO  ss  HK  et  à  mener  par  0  un  petit  cercle  pa- 
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rallèle  ao  oercle  AB  ;  rintersectkm  de  ce  petit  cercle  arec  AC 
sera  le  sommet  da  triangle  demandé.  Si  Tangle  A  variait ,  la 
oonstmction  serait  la  même  ;  donc  le  lieu  des  sommets  des 
triangles  de  même  aire  et  de  même  t>ase  est  an  petit  cercle 
parallèle  à  la  base.  On  peut  encore  prendre,  à  partir  du 

point  n  miliea  de  AB ,  nR  =  -  ;  tirez  Tare  RK,  son  inter- 
section avec  AG  donnera  le  point  I. 

yill.  Si  dans  la  Ggnre  6,  on  suppose  qne  Tangle  A  de- 
meure constant,  ainsi  que  la  surface  du  triangle ,  dans  le 
triangle  polaire  B'C'A",  la  base  B'C,  qni  est  le  supplé- 
ment de  A)  sera  de  longueur  et  de  position  constante,  ainsi 
que  la  somme  des  côtés  h'M^-{-MV'^  on  voit  donc  que  le 
lieu  du  point  A''  sera  une  ellipse  spbérique  ayant  pour  foyers 
les  points  B',  C\  et  pour  grand  axe  la  somme  constante  B-fC  ; 
la  droite  k"p  divisant  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons 
vecteurs  A"B',  AT/  sera  normale  à  cette  ellipse ,  et  p  sera  le 
pôle  d'un  arc  tangent  mené  à  cette  courbe  par  le  point  A"  ; 
or  il  est  facile  de  démontrer  que  le  lieu  des  pôles  des  arcs  lan- 
geuts  à  une  ellipse  sphérique  est  une  seconde  ellipse  concen- 
trique à  la  première ,  et  dont  les  arcs  tangents  sont  perpen- 
diculaires aux  arcs  normaux  de  la  première  ;  ainsi  la  base  BC, 
dans  toutes  ses  positions,  sera  tangente  à  cette  seconde 
courbe.  De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  dans  un  angle  donné  on  mène  une  infinité  d*arc$  déter- 
minant avec  les  côtés  deTangle  des  triangles  de  même  sur- 
face ,  la  courbe  enveloppe  de  tous  ces  arcs  sera  une  ellipse 
sphérique ,  dont  les  éléments  se  détermineront  de  la  manière 
suivante  {fig.  9)  : 

Soit  BAC  l'angle  donné  ;  du  sommet  A  comme  pôle , 
décrivez  un  arc  de  grand  cercle  mo  ;  à  partir  du  point/?, 

milieu  do  mo ,  prenez  pC  =p&'=  — ^ —  ;  B'  et  G  seront  les 
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foyers  de  la  première  ellipse  dont  nous  avons  parlé  ^  des 
points  B',  C,  comme  pôles,  décriyèz,  avec  une  distance 

j^laire  égale  à  .    7^    (  S  désigne  la  sujfaçiei  dounéç).,  4pi^ 

avea  de  «erf  1^  «mi  se  ç^upu^onl  ea  A'';  par  lea  pointa  A^B^V 
4")G'  i^enea  4^x  «rcs  de  grand  oercle  »  qui  se  eauperant  «i 
un  autre  point  A'  ;  puis  de  A'  comme  pôle,  tracez  Tare  BC  ; 
ABC  aura  la  surface  donnée.  En  effet,  cette  surface  a  pour 
mesure  A  +  B  +  C  +  tt  ==:  BT  A'4- C'A' —  B'(y=  S  ;  joignm 
A"  ail  poiat  p9  el  prolongez  l'arc  elkleiàu  jusqu'en  L ,  où  il 
rencoatre  B€  ;  prenez  pV-  =zpL ,  puis  pq  ^=pq'  =  le  oom- 
piéi|iQ»t  de  CA".  f^s  quatre  points  h,L,  q,  q'  serottt  k» 
qoalre  sommete  de  Tettipse  cherchée  C). 
Il  est  facile  de  cakuler  les  deux  axes  de  celle  ellipse.  Eq 

effet ,  CM'  =  -  —  (  — - —  j  ;  donc  pq'  cjue  nous  ^ippelleron^ 

^ g 

b  =  — - —  ;  d'ailleurs ,  dans  le  triangle  oA"C'  on  a  : 


A  /A— S> 

aagpa"  s  lang t.* a'  .cor 

donc 


laBgpA"  »  lang C'A^' •  €os-  ss  eotf 


tang/^L  ou  tanga  =  • 

si  maintenant  on  projette  un  point  de  la  courbe  sur  les  dioz 
axes  rectangulaires pA^et/iG',  qu'on  appelle  x  le  segment /^jt 
et^  le  segment  jE»^,  l-équation  de  la  courbe  sera  : 


!ang*6      taug*â 


r?  t.  n 


(*}  Cette  proposition  est  énoneée  sans  démonstration  dans  an  méasoiro  de 
M.  Cfaasle» ,  imprimé  dans  le  joarnal  de  U.  Liouvillç  (U 1! ,  p.  lOS,  i8S7). 

(**)  Pour  ne  pas  donner  trop  d'étendue  à  cette  note ,  nous  avons  regardé 
comme  connue  l'éqaaiion  de  l'ellipse  sphériqne.  Noos  nous  proposons  de  n- 
Tenir  sar  ce  si^et  dans  un  autre  article. 
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Sionremplaœtaogâ  et  tang^  par  lenn  yaleors,  l'équation 
dalieadanuBid^sèni: 

tangy .  cût^(iZL£^+ tang'orcoC^coa'A  =  i , 

00  plus  simplement  : 

tangV  +  tangua:  •  003*.  ^^  =  tanjs',-^^. 

IX.  Si  on  donnait  sur  ane  sphère  un  point  et  un  angle  »  et 
qu'on  dj^mandàt  de  mener  par  ce  point  an  arc  qui  fasse  atec 
les  côtés  de  l'angle  on  trianglejde  surface  connue,  le  problème 
se  ramènerait,  d'après  ce  qui  précède,  à  conduire  par^un 
point  donné  un  arc  tangent  à  uneellipse  tracée  sur  une  sphère, 
quicsUoa  qui  se  résout  par  une  construction  toute  seoQit^Mblc  4 
celle  du  problème  analogue  sur  un  plan. 

X.  Nous  avons ,  dans  le  théorème  précédent,  énoQcé.Ciette. 
proposition  :  Le  lieu  des  pôles  des  arcs  (angentf  h  i^oç  elUpsq 
spbérique  est  une  autre  ellipse  sphérique  dont  l^s  axes  on^  I^ 
même  direction  que  ceux  de  la  première  $  et  pour  long^euI:|| 
lessuppléments  desaxes  de  la  première.Pour  y  paryenir,  nous 
commencerons  par  chercher  Téquation  d'un  grand  cerclée  sur 
mie  sphère,  connaissant  son  pôle  {fig.  10).  Soito  le  pôle  d'119 
cercle  quelconque,  p  sa  distance  polaire,  A  l'origine  ;  projetons 
le  point  o  sur  les  deux  axes  AX,  AY.  Soit  AP=j:\AQ=y'  ; 
m  un  point  quelconque  du  c^'rcle,  qoe  nous  projetons  eil/^ 
et  en  y.  Joignons  om  ;  dans  le  triangle  o/iiT,  nous  avons  : 

cos  p=sinoP .  s\nmp  4-  oosoP  cosm/i .  cosPp. 

Si  ps-,  cette  équation  devient  : 

tangoP  .  tangmp  +  cos(jr  — x')  =  0  ; 

mais  dans  le  triangle  oPS , 

tangoP  =s  sinPS.  tang  AQ=  coso:'.  tangy . 
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De  même ,  tmgmp  =  cosx  tang^  ;  donc  Téqnâtion  deman- 
dée sera: 

tang^  tangy  +  tang  x  tang  x'  =s  —  1 . 

L'équatioD  de  l'ellipse  étant,  comme  nous  Tarons  rappelé 
ci-dessus  : 

.     (tmgjry     /tangj:y_ 
Viangé/ ■^Vtangtf/         ' 

et  ne  différant  de  celle  de  l'ellipse  plane  qu'en  ce  que  les 
quantités  a:,  y^  etc.  sont  remplacées  par  leurs  tangentes ,  il 
est  facile  de  démontrer  qu'il  en  sera  de  même  pour  l'équa- 
tion d'un  grand  cercle  tangent  à  la  courbe.  Ce  sera  : 

tang'a  tangr  tangy+  tangué  lang  j:  tangx"=  tang*a  tang'A, 

af\  y  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact ,  pour  expri- 
mer que  cette  équation  est  identique  à  celle  du  grand  cercle 
ci-dessus  trouvée,  cherchons  pour  chacun  des  deux  cercles 
l'intersection  avec  les  axes,  et  égalons  les  résultais,  nous 
aurons: 

tang'^g 1^  tang^^  _         1 

tango:"  ^      tangj/  tang/'"^      tangy' 

d'où 

tang  j:"  =  —  tangua  •  tang  or'  et  tangj^"  =  —  tang^6 .  tangy. 

Portant  ces  valeurs  de  tang^'',  etc.  dans  l'équation  de  Tel-* 
lipse,  nous  aurons: 

tangy      tangVj_ 
cot'^   '^  cot'a 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

XI.  On  peut  se  proposer  la  question  générale  de  trouver, 
étant  donnée  une  courbe  quelconque  sur  une  sphère ,  le  Heu 
des  pôles  des  cercles  tangents  menés  aux  points  de  cette 
courbe.  Pour  cela ,  par  deux  points  de  la  courbe  [pày^.  x>") 
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fabons  paaser  un  cercle,  et  désignons  par  a,p  les  coordon- 
nées da  pôle  de  ce  cercle  ;  son  équation  sera  t 

tangy  tang  p  +  tangx  langa  =  —  1  ; 

ocMume  le  oerde  doit  passer  par  les  deux  pointa  donnés  »  on 

anra  : 

tangy  tangp4- tango/  taDga  =  — 1, 
tangy  tangp-|-  tang  j/'  tanga  =  —  i . 

Retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on 
trouve  : 

(tangy—  tangy")  tangp  +  (tang  j:'—  tangx")  tanga  =  0 , 

ou 

sInCr'— y)<angPcosa/cosx''+sin(j:?'— j:")langaco8ycosy=0, 

ou 

sînfy' y") 

-T-7^7— 3rtangP  coso:*  cosa:"+  tanga  cosy  cosr"  =  0. 

Si  les  deux  points  se  réunissent  en  un  seul ,  le  rapport 

•  SÎD (  Y'^y^')  * 

-r-T-; — ^  tendra  vers  une  limite  qae  nous  représenterons 
8m(j/ — X*) 

dy' 
par  la  notation  ordinaire  ^^  et  noas  aurons  t 

dy* 

-7-,  tangp  cosV+  tanga  cosy  =  0. 
ax 

Nous  avons  aussi  la  relation  exprimant  que  le  cercle  proposé 
passe  par  le  point  a/y , 

tangp  (tangr  —  tangy)  +  tanga  (tango: — tang  a/)  =  0. 


Éliminant  — — ,  on  a  enfin  pour  équation  du  cercle  tangent 
en  un  point  xy  d'une  courbe  quelconque  sur  la  spbére  t 

tangr  —  tang^'  _  dy'    cosV 
taug  j: —  tango:'  ""  da/  '  cos>'  ' 
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mais  oc  et  p  désignent  les  coordonnées  dn  p6le  de  oe  cerde  ; 
l'équation  précédente  doit  être  identique  à  l'équation 

tang^  tang  p  +  tang  x  tang  a  =  —  1  ; 
ce  qo'on  exprime  en  écrivant  que  les  deux  cercles  ainsi  re- 
présentés coupent  les  axes  aux  mêmes  pdnts.  On  tcoaT«L 

ainsi  : 

arfyoQsV 

^"•^^  ^  dx'wi^'—  ^j^'aina*'  ' 

^^      rfx'sin^'— ^ysin2j/' 

Si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  donnée  on 
élimine  x'  et  y,  on  aura  Fcqualion  du  lieu  demandé. 

NùU,  Ces  diverses  propriétés ,  peu  connues  en  France,  ont 
été  traitées  avec  étendue  par  M.  Gudermann ,  dans  son  traité 
de  Géométrie  sphérique  et  dans  divers  mémoires  insérés  daigji 
le  journal  de  M.  Crelle  ;  ce  qui  n'ùte  rien  au  mérite  de  ce 
beau  travail.  Tm. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  163. 

(V.  page  28). 


FAR  SB.  I.B  ^AXi&AXS, 

élève  du  collège  de  La  Flèche. 


ABCDE  étant  un  pentagone  plan^  représentons  par  a,  p, 
7,  9,  e,  les  aires  des  triangles  ABC,  BCD,  GDE,  DEA,  fiAB, 
et  par  S  Taire  du  polygone,  on  a  : 

S>— S(«-f-pH-7-f-^-he)H-ap-hp7-h7^+^6+ea  =  0  (Gauss) 

OU,  pour  employer  des  notations  abrégées,  S'-^-PsSS' 
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Je  prolmtge  le  o6té  ÔËindéfinimeat  dans  les  deoz  sen^i 
des  points  A,  B,  G,  j'abaisse  sur  la  direction  de  ce  côté  les 

perpendiculaires  IK',  W  et  Cë  : 

{a:s=i/  (a'C'=c' 

Cda  posé,  il  ^t  facile  de  Toir  qae 

»=<^)+<^-^(^)-?-<-i-V 

In  chercbant  par  des  considérutioi^  amalogues  I4  «fiosiiro 
des  triangles  a,  p^  7,  ^,  c,  on  arriva  k  pos^r  les  si^  égalité  : 

.--.(-5-) +'§-«» 


,..(^) 
—(^1 


+'5- 


La  solution  de  la  question  n'est  plus,  maintenant,  qu'unç 
aibir^  ^e  calcul. 
6n  a  iipmédiatement  : 

»--['--'-C^)]+'['-(^')]  + 


+  [(«^')-5]î 
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d'où 


+  ^.[^„i-y)-2:-!i:fci^].       . 

Ordonnant  les  doubles  produits  tels  que  «'p  d'une  manière 
analogne,  on  trouve  facilement  : 

P  =  ^r(ft'-_e)(6'— cO+Cf-cX^-c)  j  +  jT(c'-«i)c'+ec' j  + 

4-  tr{c'-d)[d-e)  -  (c'—d)bf + (rf— fX— fel. 

Enfin ,  le  carré  de  S  se  développe  natureUement  suivant 
ces  mêmes  espèces  de  termes  qui  composent  P  et  SS',  et 
l'on  a  : 

'         .  2  '  2 

Comparant  maintenant  les  expressions  de  S',  de  P  et  de 
SS',  il  rst  facile  de  vérifier  que  la  somme  des  coefficients 
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dont  80  troaye  affecté  un  même  terme ,  lel  qae  a'  on  ab^  dans 
S*  et  dans  P,  est  égale  an  cœlBcient  du  même  terme  dans  SS'. 
Geh  étant  vrai  pour  tons,  on  a  nécessairement  : 

S'  +  P=SS'. 

Noie.  Nous  oflirons  cette  seconde  solution  comme  exercice 
de  calcol  et  non  comme  moyen  d'investigation. 

GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  I  (p.  122, 1. 1). 

9AM  m.  XiVOXXV  OUUUBft, 

élère  du  collège  Saint-Louii . 


Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  circonscrip- 
tibles  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  inscrits  anx 
sommets  sont  proportionnelles  et  semblablement  placées. 

I.  Lemme,  Deux  polygones  sont  égaux  lorsqu'ils  sont  cir- 
conscriptibles  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  in- 
scrits aux  sommets  sont  égales  et  semblablement  placées. 

EneObt,  soient  les  deux  polygones  ABGDE,  A'B'G'D'F 
(/tgr.  1 2, 1 3), circonscriptibles  et  tels queOA=aA',  OBssaB', 
OC  =0'G',  etc.  Je  dis  que  ces  deux  polygones  sont  égaux* 
L'égalité  serait  éyidente  si  nous  prouyionsque  0F=s0T'; 
car  alors,  en  tirant  les  rayons  OF,  O'F,  OG,  O'G',  etc.,  nous 
décomposerions  les  deux  polygones  en  un  même  nombre  de 
triangles  rectangles  égaux  deux  à  deux ,  comme  ayant  leurs 
hypoténuses  égales  par  hypothèse  et  un  côté  égal  (le  rayon 
des  cercles  inscrits),  et  ces  triangles  seraient  semblablement 
placés. 

Or  je  dis  que  0F=:  O'F.  En  effet ,  supposons  que  l'on  ait 
OF  <0T';  alors  dans  les  deux  triangles  rectangles  OFE  et 
OfFS  comme  nous  avons  OE=0'E'  #i  OF  <  0T\  nous  en 
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tirerons  lFOE>  FOT'.tes  deux  triangles  rectangles  AÔ^, 
A'ÔlF',  nous  donneront  semblablement  AOF>  A'OT'.  Ajoa- 
tant  ces  deux  inégalités,  il  viendra  £OA>FO'A'.  Oq 
trouverait  de  môme,  en  décomposant  d'une  manière  sem- 
blable les  triangles  AOB,  A'O'B^  BOG,  li'O'G^  etc.,  que 
AOB  >  A'O'F,  BOC  >  fiX)'G',  etc.  D'oè ,  «■  q<HitABt  ^hs 
inégalités  membre  à  membre,  on  trouverait  que  la  somme 
âes  angles  autour  du  point  0  est  plus  grande  que  la  somme 
des  angles  autour  du  point  O',  ce  qui  est  «bsurde. 

On  prouverait  identiquement  delà  même  manière  que  Fou 
ne  peut  pas  avoir  OF  >  OT'.  Demc  ï'crii^  OF=0'F.  Donc 
les  deux  polygones  sont  égaux.  C.  Q.  F.  D. 

II.  Soient  les  deux  polygones  ABCDE,  A,B.C.D,E;„  ctr- 
<3dR8orépM>Ie8,  «t  tels  que  r<m  ^1t  :    . 

OA  :0,A,  ::  OB  : O.B.  ::  OC :ô.C,  ::  etc. 

Je  dis  qu'ils  sont  semblables. 

En  effet,  prenons  une  loiig«e«r  (yE'scOE  wt  «tr  «elle 
droite  comme  cété  homologue  de  0,£.  coBSlruisons  un -poly- 
gone semblable  À  A.B.CAE0  «oit  A'fi'€'D'£' D-  Ge|K>lygone 
«it  circonscriptible  et  O'  est  le  centreiiii  o^ole  inscrit.  TiiMs 
les  droites  O'A',  CB',  (yc\  etc. 

Les  deux  triangles  A<0'£'  et  A.O.G.  s^^t  semblibles  par 
construction  ;  ils  donnent  la  proportion 

AA:A^::O.E.:(yF. 

Mais  0^'=0E  par  hypothèse.  Cette  proportion  revient 
donc  à  celle-ci 

A.O.:A'ô'::O.E,:OE. 

Mais  nous  ayons  par  hypothèse 

A,0,:AO::O.E,:OB. 


f  )  On  ef  t  prié  de  faire  U  figure. 
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Comparant  ces  deax  proportions,  on  en  tire  AO  =  A'(yi 
donc  les  deux  triangles  semblables  M&V  et  A,O.B.  donnent 

AO:A.O.::0'B':O.B.. 

liTab  nocfs  avons  aussi  par  hypothèse 

Aô:A,0.::OB:O.B.; 

tA  en  Ifre  OB  =01i\  et  on  trouve  de  même 

OC  =  0'C',  OD  =  0'D',  OE  =  0'E^ 

Donc  par  le  premier  théorème  le  polygone  ABCÙÈ  est 
égal  an  polygone  A'B'C'D'F.  Mais  par  construction  ce  der- 
nier est  semblable  à  A.B.C.D.E,;  donc  ABCDE  est  semblable  à 
A.B,C.D.E..  C.  Q.  F.  D. 

III.  On  démontre  de  la  même  manière  que  deux  poly- 
gones wni  équivalents ,  lorsqu'ils  sont  circonscriptibles,  et 
'qae  les  distances  des  centres  des  cercles  Inscrits  aux  sommets 
sont  égales,  sans  qu'elles  soient  scmblablcment  placées. 

En  effet ,  supposons  que  les  deux  polygones  .  ABCDE , 
A'FC'D^E'  soient  ciroonscriptibles,  et  tels  que 

OA=0'C',  OB=0'F,  OC=0'B',  OD=0'A',  OE=0'D'. 

Nous  démontrerons  comme  précédemment  que  les  rayous 
des  cercles  inscrits  sont  égaux,  i.a  seule  différence,  c'est 
que  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  nous  décompo- 
I0D8  les  deux  polygones  ne  seraient  pas  scmblablement 
placés ,  et  c'est  ce  qui  fait  que  les  polygones  ne  sont  qu'équi- 
valents. 

I V .  M.  Paul  Serret  m'a  fait  remarquer  un  théorème  à  peu 
près  analogue  à  celui  que  je  viens  de  démontrer  sur  la  simi- 
litude des  polygones ,  savoir  : 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  inscrip- 
tibïés,  et  queles  distances  des  centres  des  cerclés  circonscrits 
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aux  côtés  sont  proportionoelles  et  semblablement  placées. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  qae  le  pré- 
cédent. 

La  seule  diSërenoe  c'est  que  dans  la  première  partie  da 
théorème ,  pour  prouver  que  deux  polygones  sont  égaux 
lorsqu'ils  sont  ioscriptibles ,  et  que  le^  distances  des  centres 
des  cercles  circonscrits  aux  côtés  sont  égales  et  semblablement 
placées,  on  a  des  triangles  rectangles  dont  les  hypoténuses 
varient  \  mais  alors  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  constant; 
la  conclusion  est  la  même  que  la  précédente.  De  même  pour 
les  polygones  équivalents. 

y.  Il  est  à  remarquer  cependant  que  ces  démonstrations 
n'ont  lieu  que  lorsque  les  centres  des  cercles  inscrits  ou  cir- 
conscrits sont  dans  l'intérieur  des  polygones.  Le  cas  où  le 
centre  est  extérieur  reste  à  démoritrer. 


NOTE 
9ur  la  théorie  du  parallélogramme  de  fVaU. 

FA&  M.  A..J..B.  VZXrOSVT. 


Dans  les  mémoires  de  la  Société  royale  des  sciences ,  de 
ragriculture  et  des  arts,  de  Lille,  pour  1836  et  1837,  p.  5  et 
suiv.,  j'ai  donné  et  discuté  l'équation  de  la  courbe  à  longue 
inflexion ,  sorte  de  lemniscéide  du  sixième  degré,  qui  jouit  de 
cette  curieuse  et  importante  propriété,  que  la  tête  du  piston 
des  machinée  à  vapeur^  tout  en  en  décrivant  un  arc  d'une 
notable  étendue ,  peut  être  néanmoins  considérée  comme  sui- 
vant une  direction  à  peu  près  rectiligne#  quand  on  r^le  son 
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mouvement  au  nKyjen  de  cet  ingénieax  appareil  aaqoel  on  a 
donné  le  nom  de  parallélogramme  de  fTaU. 

{Fig.  17.  )  Je  rappellerai ,  d'après  Hachette ,  qne  la  ques* 
lion  revient  à  déterminer  le  lien  géomélriqne  d'an  point  M 
rilnésor  une  droite  dont  un  segment  constant,  PQ ,  est  assu- 
jetti à  glisser  entre  deux  circonférences  ayant  respectivement 
les  points  A  et  B  pour  centres ,  et  pour  rayons  AQ  et  BP. 
Alors,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires un  point  quelconque  O  de  la  droite  AB  prise  elle-même 
pour  base  des  x ,  puis  fliisant  : 

OA=:a;    OBsfr;    AB=a  +  b  =  Ci 

BP=p;     AQ—qi 
PM=r5     QM  =  5;     PQ  =  f  — rsrf; 

et  enfin ,  nommant  x  et  ^  les  coordonnées  du  point  M  »  j/  et 
y  celles  du  point  P,  x^  ety  celles  du  point  Q ,  on  a,  comme 
dans  le  mémoire  cité ,  ces  iix  équations  : 

(a:"-fa)»+y=î-,  (2) 

(x-xy+{y^yr=iP,  o) 

jr  (x'-  xf')  -  X  {y^y) = x^y-yx^     (4) 

{y-yr+{^-^r=^,         (5) 

dont  une,  l'équation  (3) ,  n'est  qu'une  conséquence  des  trois 
suivantes ,  ce  qui  laisse  ainsi  le  nombre  d'équations  justement 
nécessaire  pour  permettre  Félimination  des  quatre  quantités 
variables  a/,  y,  a:",  y.  • 

Cela  poeé,  je  dirai  qne  ce  qui  m'engage  à  revenir  ici  sur 
ce  sujet,  c'est  la  possibilité,  d'abord  inaperçue  »  desimplifiei 
de  beaucoup  la  méthode  employée  pour  faire  cette  élimina- 
tion, et  surtout  de  conserver  au  calcul  une  utile  symétrie, 
avantage  dont  on  est  privé  quand  on  place  l'origine  à  l'un 
A:iii.  n  y\THtiÉ.  VIL  5 
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des  points  A  et  B ,  comme  je  Tavais  fait  dans  mon  premier 
essai. 

Cette  simpllGcation  résulte  d'une  Forme  plus  élégante  dont 
est  susccplîblc  Téqualion  (4) ,  c'est-à-dire  Téquation  de  la 
droite  qui  passe  par  les  deux  points  donnés  {x',y),  {3[?*^jr\ 
En  effet ,  on  peut  mctlre  une  pareille  équation  sous  Tune  de 
ces  deux  formes  : 

*(y~y') + ^\y~y) + ^'\r-y)  ===0,1 

qui  expriment  chacune  une  relation ,  soit  entre  }e&  abscisses 
de  trois  points  quelconques  de  la  droite  et  les  différences  de 
leurs  ordonpées  prises  deux  à  deux  »  soit  entre  les  ordonnées 
des  trois  points  et  les  différences  de  leurs  abscisses. 

P*un  autre  c6té,  comme  ces  différences  d'ordonnées  çt 
d'abscisses  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  sur  les  axes^ 
des  distances  des  trois  points  eux-mêmes  pris  deux  à  deux , 
distances  qui  sont  ici  représentées ,  savoir  : 

par  r  pour  (y— y')  cl  (x  — a:'), 

par  s  pour  (^— y)  et  (x-^x')^ 

et  enfiq        par  d  pour  (y'— y')  et  (j/—  j:"), 

il  s'ensuit  que  les  équations  (A)  peuvent  se  traduire  dans  les 
suivantes  : 

dy-$y+ry^^O.    ]  ^         ^^^ 

Maintenant  l'équation  (1)  combinée-avec  Téquatioii  (5)d'«iie 
pari ,  et  scmblablement  Véqnation  (2)  avec  réqnalton  (6) , 
nous  donnent  i 

y+x'-^[yy+xari  +  2^a^- ft'+/-/^=0 ,  \ 
et  j-'+J^*— 20.r''+j:x")-2ax"— a'+y*-5«  =  0j    ^  ' 

Prenons  lians  ifi)  les  valeurs  de  j/'  et^",  savoir  : 
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et  sobstHuoQS^Ies  dans  la  seconde  des  équations  (Q)  $  nous  en 
dé4ujsons,  après  avoir  multiplié  par  r  et  simpliGé, 

D'oD  antre  côté,  la  première  è^oalioii'tfii  même  (qwlldito 
(C) ,  multipliée  par  f ,  devient  : 

*(j^*+j:')-25(jry4xx')rf-265x— 5(&*— y+0  =0.  (T) 
Alors ,  en  retranchant  (FJ  i)e<£)  et  rédaisant,  on  obtient  : 
d^y+x^)  +  ^adx  +  b'8  —  i^r^J^  =  ^s3lf,    (G) 
en  faisant  poar  simpliGcr,  comme  dans  Téqualion  19  du  mé- 
moire cité  (  1 1  dn  tirage  à  part  in-4*  )  : 
p^s  ^q^r-\-  dr$  =  iP . 
Ite  là  on  peut  tirer,  d*abord  : 

pois  ensuite,  par  la  sul^stit^liofc  daiis.(Q) ,  . 

n  ne  ftste  lilhis  aHonrs ,  «prtti  «voir  tir6<de  <r\ 

(a^—b)^ ~ : ^     (J) 

qa'à  substituer  cette -ecpRSSidn'et  edle  de  y,  dans  l'éqna^ 
tioa.(l)«Y  ^  V^  donne  pourrésuliat  njke-équaUon  ^qui  ne  dif- 
fère pas  de -la  foripole  numérotée  36  dans  le  premier  tableau 
du  mémoire  cité  (ou  de  la  première  éqaationjda  la  page  6. ^u 
lir«^c  i  f artj,  dès  qu'on  a  siibstituôt  4laBS,«f ctte  deroièro, 
(or -fa)  aulieadox,^u.|x  —b)^jL  lieu  de  (j:  —  c). 
Je  terminerai  cette  note  en  signalant  aux  lecteurs  des 
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éénnaUi  une  commnnieation  faite  k  la  Société  phikNiiathifpie, 
le  21  ayril  1838 ,  par  M.  Babinet,  à  l'occasion  du  mémoire 
cilé.  Le  sayant  physicien  y  donne  onè  formate  déduite  do 
principe  des  vitesses  Tirtoelles,  an  moyen  de  laquelle  oo 
calcule  Taction  du  piston  de  la  machine  k  Tapeur,  quand  le 
parallélogramme  articulé  n'est  plus  rectangle,  et  qu'il  a 
tourné  d'un  angle  donné  (  voir  le  BuUetin  de  la  Société  et 
le  journal  rjnstitiU,  i^  section). 


THEOREME 
Sur  Us  kmgentes  aux  cmiiquei. 


SoimU  MT,  MT  (fig.  16}  deux  tangmtn  menées  par  im 
point  M  â  une  ellipse  dani  les  foyers  sont  F^F,*  si  Von  prend 
sur  ces  tangentes  des  longueurs  MO^  MO',  respectivement 
égales  aux  distances  MF,  MF',  la  droite  OO'  sera  égale  au 
grand  axe  2a  de  Vellipse.  (Strebor.) 

Démonstraiiùn.  Sur  FT  je  prends  FTD=â0$  fl  en  ré- 
sulte, comme  on  sait,  MDssMF.  D'ailleurs,  d'après  le 
théorème  de  M.  Poncelet ,  l'angle  FMD=0'MO  ;  donc  les 
triangles  FMD ,  O'MO  sont  égaux  cçmme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  égaux.  Par  conséquent  : 

O0'  =  FD  =  2tf. 

Observation.  I.  Faisant  la  même  construction  au  foyer  F, 
on  obtient  un  triangle  FMD'  égal  au  triangle  F'MD;  donc 
l'angte  FMD  =  FMD',  et  de  là  rangteDMF=:D'MF.  Mais 
les  tangentes  MT,  MT  sont  bissectrices ,  ce  qui  démontre  le 
théorème  de  M.  Poncelet  et  celui  de  M.  Strebor. 
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II.  Ce  dernier  théorème  subsiste  aussi  dans  l'hyperbole , 
ayec  cette  modificatioii  que  lorsque  les  points  de  contact 
T,  V  sontsnrla  même  branche,  unedeslongneors  MO,  MO' 
doit  être  portée  dans  le  sens  opposé. 

III.  Les  mêmes  eonstroctions  et  les  mêmes  conséquences 
existent  anssi  pour  Tellipse  sphériqoe.  G. 


AIRE  DUN  QUADRILATÈRE  QUELCONQUE, 

FAR  M.  J.-0.  DOSTOn, 

Doetenr  et  feieneet  malhéaiatiqaes. 


TflAoRâHB.  Les  fiâtes  consécutifs  d'un  quadrilatère  quelconque 
éiantreprésenté8par9i,b,c,A,  et  ses  diagonales  par  m ,  n  ^ 
Faire  Qdece  quadrilatère  est 

V(2m/i  +  fl*— 6'+c'— ^0  {2mn^a'+b'—c'  +  d'). 

Démonstration.  On  a  {fig.  14)  2 

Q=im(BE+DF), 

d'où  16Q*  =  4w'(BE+DF)\  (I) 

Cela  posé,  les  triangles  rectangles  semblables  BEI,  I^I 

donnent • 

BE:DF::BI:DI::EI:FI, 

d'où 

(BE+DFf  :  Dp  ::  (BI  +  Dif  :  DÏ*  ::  (EI+FI)'  :  Pf  ; 

or  DF*=:DP— fP, 

donc 

(BE+DF)*=  (Bl+Diy— (EI+Fiy=xn"  -EP  ; 
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oabitfi,  en  mullipliant  f9x  to'  : 

on  a  eDsùite  par  les  triangles  ABC,  ÂCD, 

d'où,  en  ajoutant 

û'_i«-fc*-.rf'=2in*— 2m(CE+A.F)  =  2mÈF5 
éleyaiit  M  eatré»  Il  irieni 

(a-  — *'4.tf~rf»r;»4iPi*lF'.  (3) 

Ajoutant  actnellement  membre  à  membre  les  égalités  (1), 
(2)  et  (3),  et  réduisant,  on  obtiant 

tfoù 

ou  enfin 

Q=ssjV/(2m/i+a*— 6»+c'— rf*){2mn— a'+(r'-^c'+<r),  (A) 

Cwollaire  L  Lorsque  la  quadrilatère  est  îiumprtftfe  dans 
un  cercle ,  on  a  mn  =  ac  -f-  6<<  ;  la  valeur  de  Q  devient  dans 
ce  cas: 

ou 

'donc  Q=  V{S'-à){s—b)\s—)c)(s^d),  (B) 

enpoaaAl  #-f6  +  c+4s*=af. 
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m'— /t'=«  (^'^  fr*).— î— .  (5) 


—  71  — 

.    Corottain  II.  Lorsque  le  c6té  a  est  parallèle  à  <r ,  la  fiipire 
ABCO  est  an  trapèze  et  on  a  : 

to'  +  «*  =  rf*  +  6'  =  2ac  0,  (4) 

a — c 
Sabsti  loant  dans  (A)  la  ^aleor  de  <f +^\  tirée  de  (1),  Il  vient  : 

T = ^y  (ptm+a^-^c* — ni^'-n^'Y^^ac)  (2mii—à* — <^-\^m*-^n' —  2ac) , 
ou  bien 

T  =  *j^l/'[{a  +  cr-{m  +  nr][[m  +  n)^^(a  +  €n 

d'où  on  déduit  y  pour  Vaire  du  trapèze,  m  valeur  dei  bases  et 
diagonales  » 

Od  T  ==  V/*(*— />)(*  —  »»)(*  — n),  (C) 

en  posant a  +  ^+''*  +  '»  =  25eta-f"^  — Z'- 

Efleetaant  le  calcol  soos  le  radical  qol  précède  les  deux 
derniers,  et  observant  que  (m  —  n)\m  -}-  /i)»  =  (m*  —  /i*)'  et 
(m  +  «)•  -f-  {m  —  «)•  ss  t[m*  +  /i»),  il  vient  aiissî  s 

.     T  =  -  t/ii(a  +  c)'(/»*  +  n')  —  (a-f.  cj4  —  {ni*^n*f. 

Mettant  dans  cette  expression  les  valeurs  (4)  et  (5),  on 
obtient  : 

4  y  («— ^i 


ou 


Ttt^.jV/[-^(^'+W+4ic-(rt-rc)*]  («—(?)•- K— *')% 


O  Voir  UBemttrqae  qui  tarmliie  la  Noià 
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enfin  si  on  remarque  qae 

ai* + srf* = (6 +«£)•-»- (fc— rf)% 

{tf  —  b'Y  =  (ft*  —  «f )•  -{b  +  dji*(b  —  df, 
\ac  —  (a  +  «)*  = — (* — *)*! 
on  trouve  : 

T=2±f.l\/  [(è  +  ^--(a-c)']  [(«_c)*- (6 -«*)!, 

cm  bien 

a— c  ♦ 
donc 

en  faisant  tf-—c-}-&-{-^=^>  a-^-c^p^  a-^e^zq. 

Corollaire  Jll.  Lorsque  a=c^  b=idy  le  quadrilatère  est 
un  parallélogramme  ;  dans  ce  cas 

00       P  =  j\/(2in«  +  2a"  —  2i')  (â/wn— 2a"-f  26*). 

Ajoutant  la  quantité  m'-j-?**  — 2a" — 2ft'=0  à  chacun  des 
'  facteurs  sous  le  radical  y  il  vient  • 


1 


P  =  j  V/[(wH./i)*— 4aT  [fm  +  n)*— 46'], 

OU  enfin 

1 
P  =^-  ]j^V/  (wi+w+aajtm+n— 2a)(m+«+26)(/7H-/t— 26) .  (E) 

On  conclut  de  \k  que  si  /?  et  ^  représentent  les  diagonates 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
quelconque  y  on  aura  aussi: 
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Q=lv^(p+^+'^)(p+q-'^)(p-\-q+n){p+q—ny,  (F) 

car  tont  quadrilatère  est  double  du  parallélogramme  formé 
par  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  adjacents. 

Si  le  parallélogramme  est  un  loMnge,  on  a  a  =  6,  de  sorte 
qu'il  vient  : 


on  bien 


L=l[(/ii+n)^--W], 


L  =5  7(m-f-  /i+  2a)  {m  +  n  —  2a)... ,  (G) 


remplaçant  4a*  par  sa  valeur  m*-}-n*  et  réduisant ,  on  a  aussi  : 

ce  qui  est  évident. 
Enfin ,  si  le  parallélogramme  est  un  rectangle^  on  a  m=r^l  ; 


donc  R  =  \/(m+a)(/n— fl)(w+^)(m— 6).  (H) 

Corollaire  IP^.  Lorsque  /i  =  a,  ^^^c^  d=0,  le  quadri- 
latère ABCD  se  réduit  au  triangle  ABC ,  dont  Taire  sera 

4 


donc  /  z=  V/*(*— tf)(5— ^)(«— c) ,  (I) 

en  faisant  a-j-6-|-^  =  ^' 

Remarque.  Les  deux  égalités  (4)  et  (5)  constituent  deux 
principes  importants  du  trapèze,  dont  le  second  a  été  trouvé, 
il  y  a  peu  d'années,  par  M.  Cadet  {Nouvelles  Annalei^  t.  I , 
p.  189, 1842). 

Us  s'énoncent  de  la  manière  suivante  : 

Dans  tout  trapèze, 

1'  La  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  côtés  augmentée  du  double  rectangle  des  bases; 
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2''  La  différence  des  carrés  de$  diaganaki  esta  la  différmicc 
des  carrés  des  côtés ,  comme  la  somme  ieé  bases  ht  à  Hur  dif- 
férence. 

Ces  cicux  théorèmes  se  démontrent  presqac  simnltanément 
à  l'aide  des  égalités  : 

mr=a*+b^—2ax,  (6)        m' ==  c'+£r+2(y ,  (8) 
n*  =a*+d*—2ax ,  (7)        n*  r=:c'+6*+2cj:,  (9) 

qne  fournissent  les  triangles  composants  du  trapèze  ABCD 

En  effet  :  1*  Si  6n  ajoute  toutes  ces  égalités  membre  à 
membre ,  et  qu'on  divise  par  2,  on  aura  : 

m'+n*  ==a*+^'+e'+rf*— (a-c)(a:+^)  ; 

or  X'\'y  =  a—c;  donc,  substituant  et  réduisant,  il  vient  : 

i7»'+n'  =  i'+<f+2ac. 

2*"  Retranchant  la  somme  des  égalités  (7)  et  (9)  de  celle  des 
égalités  (6)  et  (8),  on  obtient ,  en  divisant  gar  2  y 

m*^n^  =s  (^+c)(^— X). 

Or,  puisque  CE  =  DF,  on  a  b*^a:*=i€P—y  ^  ou 
y-^x*  =  £f — i*,  ou  encore  fy— x)(^  — x)  =  â^-^V.  On  dé- 
duit de  là  : 

donc 

a— c 

Dans  ces  démonstrations,  Tidce  de  l'emploi  simultané  des 
égalités  (6),  (7),  (8)  et  (9)  m'a  été  fournie  par  l'obligeante 
amitié  de  M.  0.  Wost,  de  Strasbourg,  Ce  savant  professeur 
élimine  x  entre  (6)  et  (9),^  entre  (7}  et  (8),  ce  qui  le  conduit 
aux  relations  : 
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cm^-^-are  =  <zc(tf +c)+6*(a+c) ,  (10) 

Ajoutant  membre  k  membre  et  divisant  par  [a+c]^  il  a  : 

retranchant   ensuite  membre  à  membre   et  divisant  par 
(a — c),  il  obtient  : 

^  a— c' 

égalités  qui  sont  identiques  avec  (4)  et  (5). 


QUESTIONS. 

178.  Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  reç- 
langnlaires,  dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre  ;  les  deux  cordes  sont  égales  à  deux  diamètres  con- 
jugués dans  Tellipse;  si  par  le  centre  on  mène  dans  le  cercle 
un  diamètre  parallèle  à  Tune  des  cordes,  il  est  partagé  par 
Tautrc  corde  en  deux  segments  égaux  aux  rayons  vecteurs 
qui  vont  du  foyer  aux  extrémités  d'un  des  diamètres  conju- 
gués dans  rdlipsc.  (Steiner.) 

170-  Cinq  points  sont  situés  dans  un  plan  et  tels  que  trois 
ne  sont  pas  en  ligne  droite.  Il  y  on  a  toujours  quatre^  som- 
mets d*un  quadrilatère  convexe  \  par  ces  quatre  points  on 
mèpe  deux  paraboles  \  la  conique  passant  par  les  cinq  points 
çst 

1"^  Une/tarabo/e,  si  le  cinquième  point  est  sur  Tune  des 
deux  paraboles  ; 

V  Une  hupcrboky  si  le  cinquième  point  est  dans  Vintéri^ur 
ou  ^ê  des  deux  paraboles  ; 

3"^  Une  ellipse ,  si  le  cinquième  point  est  dMS  Yintérùwr 
d'maei  para}H»l4  et  Im^  4ç  l'autre*  (Mmius.) 
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BIBLIOGRAPHIE. 


Mémoire  sur  la  théorie  m atbém atiqub  de  la  chaleur  ,  par 
Th.  d'Estocqnois,  professeur  de  mathémathîqoés  appli- 
quées à  la  FacoUé  des  sciences  de  Besançon.  In-4<'  de  8  p . 
Besançon»  1847. 

On  sait  combien  les  théories  physiques  des  corps  impon- 
dérés  ont  contribué  dans  ces  derniers  temps  aux  progrès  de 
l'analyse.  C'est  à  ces  théories  qu'on  doit  tant  de  beaux  théo- 
rèmes sur  les  limites  des  fonctions,  analogues  aux  limites 
des  racines  des  équations  dont  s'occupe  Valgèbre  élémentaire. 
Une  de  ces  fonctions  surtout  a  acquis  une  grande  célébrité , 
parce  qu'on  la  rencontre  partout ,  dans  la  mécanique  cé- 
leste, dans  l'acoustique^  dans  la  physique  du  calorique,  de 
l'électricité,  etc.  La  définition  de  cette  fonction  Y  est  écrite 
dans  cette  équation 

elle  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  Fintérieur 
d'un  corps ,  et  a  été  intégrée  par  Fourrier  et  Poisson  pour 
le  cas  du  parallélipipède  rectangle,  de  la  sphère,  du  cyiin- 
droïde  à  base  circulaire,  et  on  connaît  les  beaux  travaux  de 
M.  Lamé  sur  les  surfaces  isothermes.  L'objet  de  ce  mémoire 
est  de  chercher  à  intégrer  l'équation  des  corps  d'une  forme 
quelconque  au  moyen  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  du  temps,  série  dont  l'usage  est  soumis  à 
plusieurs  restrictions  qu'il  faut  lire  dans  l'ouvrage.  Tout  le 
travail  est  fondé  sur  ce  théorème  : 

«  Soient  Y  et  Y'  deux  fonctions  d'une  Tariable  t  et  d'an 
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*  nomim  qadoonqne  d'aotres  rarlables  x,  y^  %,  9,  $,  etc., 
»  aasajetUes  pour  tontes  leurs  Ttlears  aux  oODdîtifms 

dt~'^  [dx*'^ dy J 

_  =  oa>a-[^^+^ J- 

»  a  étant  une  constante  donnée.  Si,  pour  une  certaine  va- 
»  leor  de  r,  on  a  y  =  on  >>  Y,  qneb  qne  soient  x^  y^  z, 

»  #,  V Il  en  sera  de  même  ponr  tontes  les  valeurs  plus 

»  grandes  de  u  » 

Ce  tbéoréme  n'a-til  |ias  déjà  été  énoncé  par  MM.  Stnrm 
onLioiiTflle? 

ACàOtlIlB  S0TALB  DIS  SCISNGBS  ïi^  BIL610I7I. 

Omcowrt  de  1849. 

Exposer  la  théorie  générale  des  séries,  considérées  spé- 
cialement sons  le  point  de  vue  de  leur  convergence. 

Nons  indiquerons  comme  source  premiérede  tons  les  tra- 
vaux sur  cette  matière ,  les  ouvrages  de  M.  Gancby ,  VAnor- 
ly9$  algébrique  f  les  Exercieeê  mathémaiiquei  et  les  Comptm 
rendm  depuis  1838,  deuxième  semestre. 

JOUBNAL  0S  HATHiUlATIQUES  {LtOUiMle). 

Duhamel,  lY,  214;  Raabe,  YI,  83  ;  Binet,  YI,  493;  Ber« 
trand,  YII,  33  ;  Bonnet  (0),  YIII,  73. 

OEDviuES  COMPLETES  d'âbel  (Christiania,  1839,  2  vol.  in-4*). 

Tome  I,  Recherches  sur  la  série  l-f-m-r-J — ''        x*^ ... 

p.  66  ;  travail  du  plus  haut  intérêt,  en  français. 

/bùL,  p.  III,  Abel  réfute  le  critérium  donné  par  M.  OU- 
rier.  (Voir  d-après.) 
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^OOIHAL  OK  CUBiU. 


OlÎTicr  (Louis)  II I  il,  en  français;  lacobi,  XII,  263,  en 
latio ;  Poncelet y  XIII,  en  français;  Kummer,  XIII,  171,  en 
allemand. 

DescRimcm  des  cdurbm  a  pl^sibum  geiitbb,  d'aprii  lo  pracédi 
dePcrroj^et ,  tableaux  numériques  cl  inslruolion  praUfOi 
pour  déterminer  fadloment  tons  les  diénonU  de  répurcf 
expose  des  condilions  générales  qui  régissent  lei  coarbei 
applicables  au  tracé  des  voûtes  torbeissées,  et  diacnssion 
critique  des  méthodes  principales  proposées  depuis  Par» 
ronel;  oavrage  utile  aux  ingénieurs,  architectes,  entre- 
preneurs, condneteurs  de  travaux,  et  servant  de  complé- 
ment aux  traités  de  Perronet,  6aii4bey,Sganzin  et  antres, 
ooncerpant  la  conMro^Uûn  des  ponts,  ^ar  P.  I^h^on  (de 
Champ),  ingénieur  aif  cprps  royal  des  ponts  et  chaussées. 
Paris,  1 846,  in-4%  vu^,  63^  1  pL  MaHûas,  quai  Malaquais,  1 5. 
Ge  titre  dévdoppé  Indique  suiisaomMt  Tulilité  pratiqua 
que  TaulMir  a  one  en  vue.  C'est  une  monographie  oomplMs 
de  tontes  les  méthodes  proposées  pour  dcicrirc  des  sjrsièaïas 
de  courbes  dont  l'ensemble  a  l'apparence  d'une  senle  conrbe; 
systèmes  connus  sous  le  nom  d*(^nsts  de  paniers.  La  géométrie 
descriptive  faisant  partie  de  rcn^ignenient  élémentaire  et 
devant  même  prochainement  recevoir  une  notable  cxtenstoi^ 
le  savant  travail  de  M.  Breton  sera  étudié  avec  fruit  par  les 
professeurs  qui  désirent  donner  aux  élèves  des  applications 
réelles,  soit  géométriques,  soit  arithmétiques.  Les  condi- 
tioAs  d'étégance  et  de  solidité  auxquelles  h  Éraei  doit  satis- 
faire, donne  lieu  à  des  problèmes  d'analyse  auQc  iimiies  que 
Tautcur  résout  avec  beaucoup  d'adresse.  On  lira  avec  intérêt 
ce  qu'il  dit  des  courbes  continues  (46>5t). 
Les  tableaux  qui  terminent  le  mémoire  Ibnt  eotinaltra 
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tootes  les  dimensions  nomériqaes  principales  pour  les  courbes 
k  trois,  sept  et  onze  centres. 


NdOVO  SIITBIli  Dl  STCD1  OBOMKTRICI  AlfALmCAMEfUt  DSDOtTr  DALLO 
fVOLGlMKMTO  SOCCESftlVO  Dl  DNi  S0L&  EQUAZlOItE.  Dcl  CaV.Fer- 

dinando  de  hua.  Iliapoli,  1847,  in-8%  xm,  2H  p.»  2  pi. 

L'équation  unique  dont  le  développement  donne  toal  le  sya* 
tème  géoméiriqoe  est  celle-ci  :  CKâcosB-f^cosA;  a^  b^  c^ 
sont  les  trois  c61és  d'nn  triangle  rectiligne,  et  A  et  B  les  angles 
rospectivenient  opposés  aux  côtés  a  et  b.  L'autcar  établit 
ce(tc  opération  à  Taidc  de  coo$idcration$  fonclionnelles  dont 
Legcndre  fait  usage  dans  ses  notes  pour  fonder  analytique- 
ment  les  principes  de  la  gcomctrie,  à  Tiostar  de  J*  Ber- 
Qonlli,  gui  a  employé  le  premier  ce  genre  de  raisonnement 
poor  démontrer  le  parallélogramme  des  forces,  et  auquel  on 
doit  l'importation  dp  mot  fonction  dans  la  science.  Toutes  les 
propositions,  sans  en  excepter  une  seule ,  des  huit  livres  do 
Legendrc,  toutes  les  formules  des  deux  trigonométries,  sont 
déduites  de  cette  équation  génératrice.  Véritable  tour  de 
force,  qui  montre  U  prodigieuse  fécondité  de  l'analyse.  L'au- 
teur a  cherché  à  réaliser  cette  pensée  de  Lagrange  :  Dam 
l'Ofialyie,  la  pirfeetion  exi$te  à  n'employer  que  le  moindre 
nombre  ie  principes,  et  de  foire  sortir  de  ee$  principes  toutes 
k^  tiritis  qu*il^  peuvent  renfermer ,  pur  la  seule  farce  de  Va- 
wHiiist  ;  dam  la  méthode  synthétique  des  lignes^  elle  consiste  au 
contraire  é  démontrer  isolément  chaque  proposition  de  la  ma- 
nUre  la  plus  simple^  à  T aide  des  propositions  déjà  démontrées. 
[J^rn.  de  VÉc.  Polyt.,  cahier  6,  230,  an  YI.) 

Cet  ouvrage  curieux  vient  d'être  adressé  à  T  Académie. 
L'iUnstre  inventeur  du  théorime  est  chargé  du  rapport;  ceint 
qû  aitendeat  ce  rapport,  dans  TinUrét  de  leur  instruction , 
avec  une  ju^ intpatiencey  mt  1^  upe  belle  occMJon  d^  s'em> 

cer  à  la  patience. 
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SOLUZIOIHB  DI  UN    PROBLBMA  RBLÀTIVO    ALL' BLLI8801DB ,  ill-8^   ds 

4  pages.  Aprile,  1846,  Roma. 
Nota  sopra  la  quadratura  dblla  superficie  inviluppo  dbi  plani 

PERPfiNOICOLARI  CONDOTTI  ALL*  BSTRBIUTA    OBI    DIAMBTRI  DI  UN' 

ELLissoiDB  DATA ,  de  8  pagcs.  Ottobre,  1846,  Roma. 

Dans  ces  deux  écrits,  Thabile  analyste  traite  une  question 
analogue  à  celle  qu'il  a  consacrée  à  Tellipse  {voir  Y,  365,  540) 
et  ramène  la  quadrature  aux  fonctions  elliptiques  de  première 
et  seconde  espèce,  et  dans  la  note  on  fait  usage  d'une  méthode 
due  au  célèbre  W.  Roberis,  pour  simplifier  la  réduction 
d*une  certaine  intégrale  à' ces  deux  espèces  de  fonctions. 
Sopra  la  RBrriFicAZiONB  dell'  rllissi  sfbriga  A  sulla  divisionb 

db'  suoi  arghi,  23  p.  1846. 

N.  Fuss  est  le  premier,  je  crois,  qui  se  soit  occupé  de 
l'ellipse  sphérique ,  yers  la  fin  du  siècle  dernier  {N.  acta 
Peirop,^  t.  IIl).  M.  Chasles  a  ensuite  étudié  les  propriétés  de 
cette  conique  géométriquemeot,  et  M.  Gudermann,  parla 
Toie  analytique,  en  faisant  usage  des  coordonnées  sphérîques. 
Le  célèbre  professeur  de  Munster  a  donné  le  premier  la  rec- 
tification de  l'ellipse  sphérique  en  la  faisant  dépendre  d'une 
transcendante  elliptique  de  troisième  espèce  {Crelle^  t.  XIY, 
1835,  en  latin).  Dans  le  présent  mémoire,  M.  Tortolini  s'oc- 
cupe du  même  objet ,  en  faisant  usage  des  coordonnées  rec- 
tangulaires ordinaires,  et,  par  une  belle  analyse,  il  étend 
ensuite  le  théorème  de  Fagnano  h  l'ellipse  sphâique,  et  celui 
de  M.  Chasles  sur  les  arcs  semblMes  ;  mais  la  diflérence  des 
arcs  semblables  elliptico-sphériques  est  un  arc  de  cercle 
(Y.  p.  IS  du  Mémoire).  L'auteur  donne  aussi  les  équations 
pour  la  bissection  et  la  trisseclion  de  l'arc.  Nous  ferons  ob- 
server que  les  moyens  géométriques  employés  pour  démon- 
trer le  théorème  de  M.  Chasles  dans  l'ellipse  plane,  sont 
applicables  à  l'ellipse  sphérique  {Ncuv.  Ann. ,  III ,  p.  506, 
1844)»  etpentrétreà  une  ellipse  jféod^n^tM  quelconque. 
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GRAND   CONCOURS   (1847). 
Mathématiques  élémentaires. 


Soient  donnés  dans  an  cercle  une  corde  KK'  et  un  diamètre- 
DD'  perpendiculaire  à  cette  corde. 

D'an  point  O  de  la  circonférence  on  mène  deux  liji^nes  aax 
extrémités  du  diamètre  et  deax  lignes  aux  extrémités  de  la 
corde. 

Il  s'agit  de  prouver  que  la  somme  des  projections  des  deux 
premières  lignes  sur  l'une  OK  des  deux  autres,  est  égale  à 

<;ette  même  ligne  OK^  et  que 
la  différence  de  ces  mêmes 
projections  est  égale  à  l'autre 
ligne  OK',  c'est-à-dire  que  d 
et  d'  étant  les  pieds  dos  per- 
\^,pendiculaires  abaissées  des 
^^  extrémités  du  diamètre  sur  la 
droite  OK ,  on  a 

r    m+Od!=OK, 
2-    OcZ^O^=OK'. 

PREMIER  PRIX. 

PAa  M.  s ARB&K  (  niOHARP  ) , 

T^éle  15  jaillet  1829,  à  Tbérapia ,  prés  Constantinople  (  Turquie  d'Europe  )^ 
élève  inlerne  du  lyeée  Deseartes ,  classe  de  M.  Lionnet. 


Prolongeons  les  droites  Bd,  Vd!  jusqu'à  la  rencontre  de 
la  circonférence  aux  points  M,  N,  et  menons  les  cordes  MK , 
MD',  ND.  Les  droites  MD,  ND'  étant  parallèles  comme  per- 
pendiculaires à  une  même  droite  OK  et  les  angles  DMD', 

Anh.  db  MatbjIh.  vu.  6 
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BND  étant  droits  comme  inscrits  dans  des  demi  cercles,  ta 

figare  DMiyN  est  nn  rectangle,  et  les  cordes  MD',  ND  sont 

égales  et  parallèles  entre  elles  ^  et  égales  et  parallèles  à  d^  ; 

donc  on  a  : 

(1)  arcKM=arcOD' 

et  (2)  arcDK=arcDK'::^arcON. 

Gela  posé,  l"*  pour  établir  la  relation  Od  +  Od'=OK, 
comme  on  aOKr^Od-^-dK^  il  suffit  de  démontrer  que 
Od'=zdK. 

Les  triangles  rectangles  KM^,  OVd'  ont  les  hypoténuses 
KM  et  OD'  égales,  comme  sous-tendantdes  arcs  égaux  (1)  ; 
de  pins ,  les  côtés  Md ,  h'd  sont  égaux  comme  opposés  dans 
un  rectangle  ;  donc  le  troisième  côté  </K  du  premier  est  égal 
au  troisième  côtéOr^'  du  second. 

Remarque.  Cette  démonstration  ne  supposant  pas  que  le 
diamètre  1)D'  soit  perpendiculaire  à  la  corde  KK',  la  première 
partie  du  théorème  est  Traie ,  quelle  que  soit  la  situation 
relative  de  ces  deux  droites. 

2"  On  a  Od'-Odf=:dd'=V!i;  donc,  pour  établir  régalité 
Od  —  Od^  OR',  il  suffit  de  démontrer  qu'on  a  DN=OK'. 

Or,  arcDK'=sarcON(2);  ajoutant  de  part  et  d'autre  un 
même  àxC  NK',  il  yient  : 

arcDK'N  =  arcONK'; 
doncDN  =  OK'. 

Remarquel.  Soient  0^,  Oô*,  les  projections  des  droites  OD, 
Oiy  sur  la  direction  de  la  corde  OK'.  Les  triangles  rectangles 
OD^^,  0B9  ont  Thypoténuse  OD  commune  et  les  angles  aigus 
DOd,  DO^  égaux  entre  eux  comme  inscrits  dans  des  seg- 
ments égaux  ;  donc  le  côté  Od=0$.  On  prouverait  de 
même  qae  Od'  =0$'  ;  donc 

0^+0^  =  Od+  Od'  =  OK , 

O^—  Oo*'=Or/— 0r/'  =  0R'. 
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Ct^s  égaillés  montrcDi  que  le  théorème  n'csl  plus  vrai  dam 
le  6eiis  direct  de  son  énoncé ,  lorsque  la  corde  OK',  sur  la  di- 
rection de  laquelle  on  projette  les  droites  OD,  OIV,  cbt  située 
tout  entière  d'an  même  côté  do  diamètre  BD'  ;  car  alors  la 
•somme  des  projections  0$j  Oê\  au  lieu  de  leur  dlilèrcncc , 
est  égale  à  l'autre  corde  OK ,  tandis  que  la  différence  de  ces 
«iémes  projections,  an  lieu  de  leur  somme,  est  égale  &  la 
corde  OK'.  Mais  l'énoncé  s'applique  à  tons  les  cas,  si  l'on 
rcsgarde  comme  positive  toute  projection,  tt-Ue  que  Od  ou  Od' 
dont  la  seconde  extrémité  est  située  du  même  côté  du  point 
O  que  l'autre  extrémité  K  de  la  corde  OK  à  laquelle  elle 
se  rapporte;  et,  comme  négative,  toute  projection,  telle 
qaeOJ%  dont  la  seconde  extrémilé  est  située  de  Vautre  côté  du 
fiointO  par  rapport  à  l'autre  extrémité  K  de  la  corde  OK'. 

Remarque  II,  Us  mêmes  construclions  et  les  mémi*s  rai- 
sonnements étant  applicables  à  une  position  quelconque  du 
point  O  aussi  rapprochée  qu'on  voudra  de  l'un  des  points 
D,  V,  K,  K',  le  théorème  est  encore  vrai  lorsqu'à  la  limite 
il  coïncide  avec  un  de  ces  quatre  points;  ce  quî  d ailleurs 
5e  vérifie  immédiatement. 


SUR  L'EMPJLOI  DES  SIGNES  +,  —  EN  GÉOMÉTRIE. 

9ASL  M.  A.  HAXX.XJBCOU&T. 

professeur  au  lycée  de  Rouen. 


MM.  Briot  et  Bouquet,  dans  leur  Géométrie  analytique, 
(()ages  153,  164)  donnent  cette  nouvelle  forme  aux  énoncés 
(le  deux  théorèmes  connus  et  de  leurs  réciproques  : 

/.  Si  9ur  les  trois  côtés  d'un  triangle^  on  prend  trois  points 
(els^  que  le  produit  de  trois  segmetUs  non  consécutifs  soit  égal 
au  produit  des  trois  aulresy  les  trois  droites  qui  joignent  ces 
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points  aux  sommeU  opposés  passent  par  un  même  point;  et 
réciproquement. 

IL  Si  sur  les  irais  eôtésd^un  iriangUan  prend  trois  points 
tels  que  le  produit  de  troie  segments  non  eonséeutifs  soit  égal 
et  de  signe  contraire  au  produit  des  trois  autres^  ces  trois  poisits 
sont  en  ligne  droite  ^  et  réciproquement. 

C'est  admettre  iiuplidteiiieBt  qae  sur  one  droite  llmilée, 
font  segment  compté  à  partir  d'ane  extrémité  en  marcbanl 
▼ers  Taatre  est  pris  positivement;  qne  tout  segment  compté 
en  sens  contraire  est  pris  négativement.  C'est  d'ailleurs  la 
régie  que  leurs  auteurs  appliquent  à  la  proportion  harmo- 
nique, an  rapport  enharmonique,  etc. 

Ces  nouveaux  énoncés,  qui  comprennent  évidemment  les 
anciens,  seront  certainement  utiles,  de  quelque  manière  qne 
se  présente  le  système  de  trois  points  pris  sur  les  côtés  d'un 
triangle,  soit  comme  élément  dans  le  courant  d*une  démons- 
tration, soit  comme  conclusion.  Ces.  deux  cas  s'offrent 
simultanément  dans  l'exemple  suivant  relatifà  Thexagramme 
de  Pascal.  J'y  ai  été  conduit  en  examinant,  dans  le  cercle 
seulement,  le  cas  d*an  hexagone  de  forme  qnefœdque 
inscrit.  Je  considérerai  cependant  une  conique  quelconque, 
en  remarquant  que,  si  la  démonstration  du  théorème  do 
Carnot  nécessite  pour  les  coniques  l'emploi  descoordoimét^s, 
elle  ne  va  pas  au  delà  de  la  plus  simple  géométrie  pour  le 
cercle. 

1.  Le  théorème  de  Carnot  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Un  polygone  de  n  côtés  étant  tracé  sur  le  plan  d'une  courbe 
du  m^^^  degré,  et  chaque  côté  coupant  la  courbe  en  m  points f 
les  produits  P,  F  des  segments  comptés  d  partir  des  sommets 
jusqu'aux  points  de  rencontre,  en  parcourant  le  polygone 
d* abord  dans  un  senSj  puis  en  sens  contraire,  sont  égaux.  Ils 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires ,  suhant  que  le 
produit  mn  est  pair  ou  impair.  P'  =  (—  t)  """P. 
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Pour  le  tas  da  cercle  et  d'an  triangle  on  aura  ?*£=  P.  La 
l^éométrie  le  prouve  complélemeni. 

1 1 .  Gomme  cas  particulier  eu  géométrie  analytique  ;  comme 
généralisation  du  théorème  de  Ptolémée  en  géométrie  élé-* 
mentaire,  on  trouve  : 

Un  polygone  de  n  côtés  étant  coupé  par  m  droite$,  les  pro^ 
duUs  P,  l^des  segments  comptés  d  partir  des  sommets  jusqu'aux 
peints  d'intersecUon  en  parcourant  le  polygone  d'abord  dans 
un  sens  puis  en  sens  contraire ,  sont  égaux.  Ils  ont  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires  jsuivantque  mn  est  pair  ou  impair, 

F=r(-.|)~"P. 

Pour  un  triangle  coupe  par  trois  transversales,  on  a 
P'^  — P. 

Soit  maintenant  un  hexagone  quelconque  H  inscrit  dans 
une  conique  C). 

Soit  ABC  le  (rianglc  obtenu  en  prolongeant  jusqu'à  leurs 
rencontres  trois  côtés  non  consécutifs  (1),  (3),  (5)..  Ils  sont 
coupés  en  neuf  points  :«,«',  a!'  sur  BD  ;  p,  ^\  p"  sur  AG  ; 
â^  y,  ^  sur  AB  par  les  trois  autres  cotés  (2) ,  (4)  >  (6).  —  Sur 
ces  neuf  points,  six,  par  exemple  a,  a\  p,  p',  ^,  J',  sont  les 
sommets  de  l'hexagone  ou  les  points  d'intersection  de  la  co- 
nique et  du  triangle }  les  trois  autres  points  r-",  ^\  i'\  où  se 
coupent  respectivement  (1)  et  (4),  (2)  et  (5),  (3)  et  (6),  sont 
ceux  qu'il  faut  prouver  être  en  ligne  droite. 

ih*,  en  vertu  des  principes  précédents,  on  a  : 

A^.  A^.  B:t.  Ba'.  Cp.  C?'  =  Ap.  A?.  BJ.  B^T.  G».  G^'. 
A^.  AS'.  Ar.  Bx.  BA  BA  G(5.  CP'.  Gl^".-=  — Ap.  Ap\  A^^'. 
BJ.  B')'.  er.  G«.  Ga'.  Gx"  ;  d'où  divisant , 

Ar.  Bx\  Gp"=  -  Ap".  U\  Ca". 


C)  Le  leeleir  ett  prié  de  faire  la  figure- 
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6c  qui  ne  latese  plas  aucun  douto  sur  Ui  posilion  dos  troi» 
points  a",  f.",  r. 

Si  maintenant  on  cxamioe  attcntivomc>nt  l^^s  démonstra- 
tions données  dans  les  livres  les  p!i» estimés,  mémo  dans  la 
géométrie  de  position,  on  se  convaincra  que,  hors  le  cas 
d*ua  hexagone  convexe,  il  n'est  pas  évident  que  les  trois 
points  soient  en  ligne  droite  plutM  que  sur  trois  droites  cou- 
^x>uraDt  onx  sommcto^  du  triangle  employé  plus  haut  et 
désigné  par  ABC. 


CONCOURS  DE  1847  (l.  VI,  p.  377,  fig.  56)  (*). 
Solution  analyliqw. 


PAR  V.  PRÊVOTSI., 

Élève  da  lycée  Desearies. 


I.  La  solution  de  la  question  paraît  devoir  être  simplifiée 
en  prenant  pour  axes  dçs  coordonnées  deux  des  côtés  du 
triangle  PQR.  Soient  donc  QR  Taxe  des  a:,  cl  PR  Taxe  des^. 

Représentons  les  longueurs  des  côtés  QR  et  PR  par  9p  et 
2^7,  et  les  distances  de  Torigine  R  aux  points  de  contact  de 
la  ligne  du  second  ordre  et  des  axes,  par  a  et  (?. 

Ceci  posé,  l'équation  générale  d'une  ligne  du  deuxième 
ordre  tangente  aux  axes,  est 

fl)       (|)V2Bx^+(f)-2g)-2(f)  +  l=0. 

II.  Pour  exprimer  toutes  les  conditions  de  l'énoncé,  il 
faut  indiquer  que  le  côté  PQ  est  tangent  à  la  œurbe  (1  ). 

(*)  Dans  la  figure  5G  remplacez  G  par  c  el  c  par  Q. 
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La  GODdilkm  nécessaire  et  soflBsaBte  ponr  qae  h  ligne 
jr=mjc-\-n  soit  tangente  à  cette  courbe ,  est 

['-a[K''+4)"-HM>-]=«'- 

Cette  égalité  peut  être  salisfaitede  deux  manières,  soit  en 
annulant  le  premier  facteur,  soit  en  annulant  le  second.  Dans 
le  premier  cas,  la  courbe  est  remplacée  par  deux  droites; 
nous  laisserons  donc  ce  cas  à  part ,  et  annulant  le  second 
facteur,  nous  aurons  la  relation 

«     î(»+?)"-+(î-0".—=«- 

JII.  La  droite  PQ  a  pour  équation 

Sorvons-nous  de  la  relation  (2)  pour  exprimer  que  cette 
droite  est  tangente  à  la  courbe  proposée,  et  remplaçons  m 

par  —  -  et  n  par  2q  :  on  trouve  alors  : 

(3)  S5Pî(B  +  ;^)-2(f.+f)+l=0. 

ou 

^[(■■+4)'-g+'[(»-^4)'-i]+^=»- 

Posons,  pour  simplifier  : 

et  la  relation  précédente  devient  .- 

(«)  /»Q+îP  +  l=0. 
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IT.  Les  «oordennécs  des  poitils  A.  B,  Csonr 


A          X=ip; 

y  —  o. 

B        a:=oj. 

.   y=q. 

C          X—p; 

y  =  iy 

et  lies  équations  des  droites  AB, 

AC,  BG 

(&) 

Al 
AC 

P      9 

x=p. 

BG 

y=q- 

V.  Désignons  par  M,  M',  M"  les  cocilicienb  angalmres 
des  droites  Aa,  Bby  Ce  ;  comme  ces  droites  passent  par  le» 
points  A^  B,  C,  leurs  équations  seront 

!Aa  r  =  M(a:-/7), 
B*  r— y=M'j:, 
Ce        :y—q^W{X'-'p). 

Ces  droites  sont  tangentes  à  la  ligne  do  deuxième  ordre, 
donc  leurs  coeflBcients  doivent  satisfaire  à  la  relation  (2j  : 
on  trouvera  ainsi  pour  déterminer  chacun  de  ces  coeJBBcients 
une  équation  du  deuxième  degré;  l'une  des  racines  est  b 
valeur  cherchée,  et  l'autre  est  le  coefiBcient  angulaire  de 
l'un  d^ôtésdu  triangle  PQR  ;  ces  coeflBcients  sont  connus* 
On  peut  donc  supprimer  les  racines  correspondantes  ^  et  en 
définitive  »  on  trouve  : 


(7) 


pour  Ka       /?PM+2(^— A  =  0, 
pour  B^        2M'[|  — l)+^Q  =  0, 


pour  Ce  .      PM"+Q  =  0. 
IV.  La  recherche  des  deux  premières  relations  n'offre 
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ancmie  dUBcolté  ;  on  remplace  daos^  Vexprcssîon  (2)  m  par 
M  oa  M' et  n  par  —M/?  ou  par  9  :  on  supprime  dans  le  pre- 
mier cas  le  facteur  M. 

Pour  la  troisième  relation ,  on  remplace  m  par  M"  et  n  par 
q—VL''p^  et  on  trouve  : 

Posons  M'^-{-9=N,  et  mettons  à  la  place  de  M"  la  va- 
leur en  fonction  de  N,  on  aura  : 

[l(-.7)-^]''-K-?)-CV^?.^J]'' 

+»(»+>--^(J +  :)+!=<>• 

Multiplions  par  ^,  nous  aurons  : 

Mais  Féquation  (3)  prouve  que  le  terme  indépendant  de  N 
est  nul  ;  le  premier  membre  est  ainsi  divisible  par  N  ou  par 

Wp+q  ;  si  on  égale  ce  facteur  à  0,  on  trouve  M"  =  —  ?,  c c 

P 

qui  vérifie  le  résultat  que  nous  avions  annoncé.  Le  coeffi- 
cient de  N*  est  évidemment  égal  à  P,  donc  l'équation  dcvieul  : 

P«->[^B+i)-(|+^)_|+.]=.. 

Or  l'équation  (3)  nous  donne  encore  : 

9 


M''+^Hl+^)+'=^.+- 


P 
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Donc  le  terme  indépendant  de  N  est  égal  à  —  2f  -  -  f  )• 
Remplaçons  N  par  MHp-^-q^  noasacuroiis  : 

M>P=2(^-|)-îP=-Q7,. 

«t  cofin 

M"P+Q  =  0. 

VII.  Gborchons  maintenant  les  coordonnées  des  points  a, 
4,  c  :  en  se  servant  des  équations  (5)  et  (6) ,  on  obtient  : 

Pour  a       •^•=i'+M         ^'~^' 
Pour  b       x,=/»  J'.=M'p+î» 

Ces  trois  points  seront  en  ligne  droite ,  si  lears  coordonnées 
rendent  identique  Vexpression 


X.— X.  _  X.— X, 

r.—^,     y—y^ 

on  trouve  : 

X.— X.                  q 
yr-y.  ~      pmX 

et 

J?.- 

-^•-        _.     ? 

y,-y,     f»M'M"+î(M'+M"- 

A  l'aide  des  éqnations  (7),  on  dédoit  : 


donc 
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r—y        r 


<y] 


,[-ç.,.!S;:)]  .["^KH 


M'I 

L     *"     '  **      J 

9 


J^] 


donc  ^^'  =  ^J^'.  C.  Q.  P.  D. 


.  THEOREME 
awr  le$  diagùnale$  de$  polygones. 


Théorème.  Le  nombre  des  points  intérieurs  d'intersection 
des  diagonales  d'un  poljgone  conyexo  est  égal  aa  nombre 
des  sommets  pris  quatre  à  quatre  C)- 

Démonstration.  Je  remarque  d'abord  que  si  je  savais 
passer  du  nombre  des  points  d'intersection  formés  par.  un 
polygone  de  m — 1  côtés  au  nombre  des  points  d'intersection 
formés  par  le  polygone  de  m  côtés,  comme  le  quadrttalèrc 
n'ayant  que  deux  diagonales  a  un  point  d'intersection,  je 
pourrais  de  là  m'élcver  au  nombre  des  points  d'intersection 
formés  par  un  polygone  de  cinq  côtés ,  puis  en  six  et  généra- 
liser la  formule  pour  résoudre  le  problème  proposé.  Nous 
avons  donc  d'abord  un  problème  auxiliaire  à  résoudre. 

(*)  Ce  théorème  a  été  énoncé  et  démontré  au  lycée  Cbarlemagne,  clatse  de 
M.  Delorme. 
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Pour  cela  soit  propose  le  polygone  convexe  ABCDEF, 
6g.  25,  de  n  côtés  et  désignons  par  P.  le  nombre  des  points 
d'intersection.  Dans  ce  polygone  menant  la  diagonale  FB , 
qai  sépare  le  triangle  FAB,  je  nomme  A  opposé  à  BF,  lesom- 
met  extérienr;  il  restera,  le  polygone  FBGDE  de  n^i  oôtés 
et  qai  donnera  un  certain  nombre  P,^  de  points  d'intersec- 
tion. Si  je  joints  AG,  je  séparerai  de  même  un  triangle  ABC, 
oùBost  sommet  extérieur,  et  il  restera  nn  polygone  de  n—  1 
côtés  donnant  aussi  P,^  intersections,  et  comme  il  y  a  n  som- 
mets j'aurai  n  fois  P,^  intersections.  Or,  si  je  considère  la 
formule  4-  ^  P«.-i  je  remarque  facilement  que  tous  les 
points  d'intersection  des  diagonales  du  polygone  donné  s'y 
trouvent,  mais  qu'elles  s'y  trouvent  répétées  plusieurs  fois. 

Voyons  donc  par  quoi  il  faut  diviser  n  P^.,.  Un  point  d'in- 
tersection est  donné  par  deux  diagonales  et  chaque  diagonale 
par  deux  sommets;  donc  un  point  est  donné  par  quatre 
sommets.  D'après  cela ,  il  est  facile  dé  voir  que  ce  point  se 
trouvera  dans  tpus  les  polygones  de  n— 1  oôtés  dont  le 
triangle  séparé  n'a  pas  pour  sommet  extérieur  l'un  des 
quatre  sommets  d'où  dépend  le  point  considéré.  Mnsi  ce 
point  d'inteneetUm  se  trouve  dans  n — 4  polygones  de  n — 1 
côtés.  Donc  dans  la  formule  n  P,^  chaque  point  est  compté 
ii-*4  fois.  Ainsi  y  nous  aurons  le  nombre  des  points  en  divi- 
sant n  P^  par  n — 4. 

Donc  P^  =  ^^2=1- 

"        n — 4 

ou  bien  («—4)  P^  =  n  P^, 

et  de  là  {n— 5)  P„  =  /t—  1 P^ 

(/»-6)P^=/i— 2P^ 


2  P.  =  6  P5 
lPs=5P, 
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multipliant  par  ordre»  il  vient . 

1 . 2.  3.  4  P^  =  /i.  »— 1 .  71—2.  n— 3.  P^;  iD<iis  P^  =  t 

^        /i.  «— 1./I — 2. /i — 3  .    . 

donc  F  =— - — - — - — ; —  c.q.  f.d. 

i.    2.    3.    4  ^ 

Observation  L  Le  nombre  des  diagonales  est 

n  («—3) 
2 

le  nombre  total  des  intersections,  tant  intérienres  que  hors 

du  polygone,  est  donc  — ^- — -;  retranchant  de  ce  nombre 

total  le  nombre  des  points  dlntersectlon  intérieurs,  il  reste, 
réduction  faite ,  pour  les  points  d'intersection  extérieurs 

n-{'i.n.  n  —  3.  n  —  4. 

37T 

Observation  11.  Les  mêmes  théorèmes  subsistent  pour  les 
polygones  sphériqnes. 


RÉDUCTION 
d'un  postulalum  de  M.  Catalan  au  poslulatum  d'Euclide, 


FAR  M.  BHETOW  (  »B  CHAMP  ) , 

higénieur  des  potiu  et  chaussées. 


Deux  droites  indéfinies  étant  situées  dans  un  même  plan, 
si  la  première  a  deux  points  situés  de  côté  et  d'autre  de  la 
secondey  elle  rencontre  celle-ci.  * 

«  Cette  proposition,  »  dit  M.  Catalan  dans  la  préface  de 
son  Traité  de  géométrie^»  est  aussi  importante  que  le  fameux 
-*  poslulatum  d^Euclide;  cependant  on  l'admet  sans  scrupule, 
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•>  et  Ton  fait  bien,  aUcnda  qu'en  géonnétrie,  connic  en  toute 
w  autre  branche  des  connaissances  humaines  »  îl  existe  un 
•  petit  nombre  de  propositions  dont  la  vérité  ne  parait  pas 
»  contestable,  et  qui  néanotoios  ne  peuvent  être  démontrées 
»  d'une  manière  rigoureuse»  » 

Je  crois  que  roptnîon  exprimée  par  M .  Catalan  (^re  quelque 
danger  ;  il  serait  assurément  trés-regret table  que  Ton  étendit 
sans  une  absolue  nécessité  le  nombre  des  vérités  non  suscep- 
tibles d^élrc  démontrées.  G*est  ce  que  les  anciensavaient  par* 
failement  compris;  aussi  en  ont-ils  resserré  le  cercle  le  plus 
qu'il  leur  a  été  possible,  el  les  barrières  qui  les  ont  arrêtés  sont 
les  mêmes  qui  nous  arrêtent  encore.  L'admiration  que  les 
cléments  d'ËucUde  ont  excitée  et  exciteront  toujours,  vient 
peut-être  moins  de  l'enchaînement  des  propositions  que  du 
petit  nombre  de  principes  d^uno  évidence  incontestée  qui 
servent  de  fondement  h  cet  impérissable  édiGce. 

On  trouverait  difficilement,  il  est  peut-être  impossible 
de  formuler  aujourd'hui  une  proposition  qui  ne  puisse  être 
démontrée  avec  le  seul  secours  des  principes  et  des  axiomes 
sur  lesquels  repose  la  géométrie  ancienne.  Je  vais  faire  voir 
que  l'énoncé  de  M.  Catalan  est  dans  ce  cas. 

A  et  B  (le  lecteur  est  prié  de  vouloir  bien  faire  la  Ggure) 
étant  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de  la  droite  L,  il 
s'agit  de  démontrer  que  la  droite  AB  rencontre  nécessaire- 
ment L.  On  voit  bien  qu'en  faisant  tourner  autour  de  A 
une  droite  indéCnie,  elle  rencontrera  nécessairement  le  point 
B  dans  quelqu'une  de  ses  positions.  Comment  démontrer 
qu*alors  elle  rencontre  la  droite  L?  C'est  là  toute  la  difficulté. 

Il  est  bien  clair  que  si  l'on  pouvait  déterminer  deux  points 
P,  Q  sur  cette  droite,  tels  que  B  se  tronvàt  dans  langle 
forme  par  les  droites  AP,  AQ^  cette  difficulté  serait  levée, 
parce  que  la  droite  mobile ,  en  allant  de  la  position  AP  à  la 
position  AQ ,  ne  cesserait  pas  de  roucontrir  PQ  ou  L ,  et 
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passerait  par  B  dans  une  posUion  intermédiaire.  La  question 
se  réduit  ainsi  à  déterminer  deux  points  P^  Q  tels  qnc  Vangle 
PAQ  contienne  le  point  B.  GeCtc  recherche  dépend  des  deux 
lemmes  suivants. 

1*^  Lbmhe.  DaM  k  triangle  isocèle  les  angles  adjaeents  à  la 
hase  sont  aigus. 

On  sait  que  ces  angles  sont  égaux  entre  eux ,  et  que  la 
médiane  qui  aboutit  au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire 
à  cette  dernière.  Si  les  angles  dont  il  s^agit  étaient  obtus, 
les  prolongements  des  côtés  formeraient  avec  la  môme  base 
des  angles  aigus  du  côté  de  la  médiane  prolongée,  et,  en  vcrlu 
du  postulatum  d'Euclide ,  iraient  rencontrer  cetle  médiane 
on  un  même  point.  On  pourrait  donc  aller  de  ce  point  au 
sommet  par  trois  lignes  droites  différentes,  la  médiane  et  les 
deux  côtés,  c'est-à-dire  qu'il  y  aurait  entre  deux  points 
plusieurs  lignes  droites  distinctes,  contrairement  à  un 
axiome  connu. 

Ces  angles  ne  peuvent  pas  élre  droits,  car  en  prolongeant 
là  médiane  d'une  longueur  égale  à  elle-même ,  et  joignant 
le  point  ainsi  obtenu  aux  extrémités  de  la  base,  on  aurait  un 
nouveau  triangle  égal  au  triangle  proposé ,  et  les  côtés  de 
l'un,  à  cause  de  Thypothèse  admise,  seraient  les  prolonge- 
ments des  côtéâ  de  l'autre.  On  retomberait  ainsi  sur  le  cas 
précédent  de  trois  lignes  droites  distinctes  Urées  entre  deux 
points. 

Donc  les  angles  à  la  base  du  triangle  isocèle  ne  saurafènt 
élre  obtus ,  ni  droits  \  donc  ils  sont  nécessairement  aigus. 
C.Q.F.D. 

CoROLLAiRB.  Dans  le  triangle  rectangle^  les  angles  adjacents 
à  Vkgpoténuse  sont  aigus. 

Car  le  triangle  rectangle  peut  toujours  être  regardé 
comme  la  moitié  d'un  triangle  isocèle  ayant  poiir  base  le 
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double  de  l'oa  des  c6(é»  de  Vangle  droit,  et  (HMir 
l'astre  côté,  et  cela  de  deux  manières  diflerentes. 

2"  Lbmmb.  D*un  paini  prié  hors  Hum  droite  ^  on  peut  Hmc- 
jours  abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite* 

On  reoonoait  sans  peine  que  la  démonstration  de  eeite 
proposiiîofi  est  présentée  par  les  auteurs  de  maniëpe  à  sup- 
poser l'admission  du  posiulatum  de  M.  Catalan,  il  faut  donc 
la  changer  ici. 

A  élant  ie  point  donné  hors  de  la  droite  et  P  un  point  de 
celle-ci  pris  à  Tolonlé,  joignez  AP.  Si  les  deux  angles  formés 
au  point  P  de  part  et  d'autre  de  PA  ne  sont  pas  droits,  portei 
du  c6té  de  la  droite  où  est  l'angle  aiguPQ=  PA,  et  tirez 
AQ;  le  triangle  PAQ  sera  isocèle.  Faites  tourner  ce  triangle 
autour  de  PQ  de  manière  à  le  placer  en  PBQ ,  je  dis  que  ie 
point  B  tombera  dans  l'angle  PAQ.  Car  les  angles  PQA, 
APQ  sont  aigus,  le  premier  d'après  le  lemme  précédent,  le 
second  par  construction;  les  angles  APB,  AQB,  ^aux  respec- 
tivement à  2 APQ,  2AQP,  sont  Tun  et  l'autre  moindres  que 
di'ux  angles  droits.  D'où  il  résulte  que  PB^  QB  sont,  par 
rapport  aux  côtés  AP,  AQ  et  k  leurs  prolongements  du 
même  côté  que  PQ.  Donc  le  point  B  est  dans  l'angle  PAQ. 

Gela  posé ,  si  une  droite  indéGnie  se  meut  autour  do 
sommet  A  de  cet  aogle,  et  va  de  la  position  AP  à  la  position 
AQ,  elle  rencontrera  nécessairement  le  point  B  dans  une  cer- 
taine position  intermédiaire  ;  et  comme  cette  droite  traversera 
toujours  PQ  pour  sortir  du  triangle  APQ,  il  s'ensuit  que  la 
droite  AB  rencontrera  nécessairement  PQ. 

On  démontrerait ,  comme  à  l'ordinaire,  que  AB  est  per- 
pendiculaire sor  PQ,  etc.  Donc  on  peut  toujours  d'un  point 
pris  hors  d'une  droite  abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette 
droite.  C.  Q.  F.  D. 

Abordons  maintenant  la  propoiition  qui  forme  l'objet  de 
cet  article: 
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TnéoRÈMB  :  Deux  droites  indéfinies  étant  situées  dans  M 
Mme  plan  y  si  la  première  a  deux  points  situés  de  côté  H 
d'autre  de  la  seconde^  elle  rencontre  celle^. 

Eh  effet,  des  points  A,  B  donnés  sur  là  premier  droite 
de  part  et  d'aaire  do  la  seconde  L,  j'abaisse  sur  cello-ci  les 
perpendiculaires  AP,  BQ.  Si  les  pieds  P,  Q  de  ces  perpendi- 
culaires ne  coïncident  pas,  je  tire  MQ,  BP.  On  aperçoit  de 
suite  qae  lo  point  B  est  dans  l'angle  PAQ,  car  chacun  des 
angles  APB,  AQB,  composé  d'un  angle  droit  et  d'un  angle 
aiga  (cor.  lemme  ï*';  est  moindre  que  deux  droits.  Donc  la 
droite  AB  coupe  nécessairement  PQ.  C.  Q.  F.  D. 

Note.  Une  ligne  plane  infinie  partage  le  plan  en  dent 
régions  infimes,  dont  la  ligne  forme  la  frontière,  est  la 
limité  commune.  Denx  points  sont  dits  situés  de  côté  et 
Vautre  de  cette  limite,  lorsque  pour  allck'  d'un  point  à  l'autre 
sur  un  chemin  continu,  il  faut  traverser  cette  limite.  Si  l'on 
?eut  se  rendre  <;omptc  des  mots  que  l'on  prononce,  on  ne 
peut  attacher  nn  autre  sens  à  cette  locutiou,ifecd(éflif  aulre. 
S*il  en  est  ainsi ,  je  ne  comprends  pas  la  néce^lé  et  mémo 
les  sujets  de  ces  divers  théorèmes.  Que  dirait-on  de  la  pro^ 
position  suivante?  Deux  endroits  sont  situés  de  c6té  et  d'antre 
de  l'Océan,  démontrer  que  pour  aller  de  l'un  à  l'autre,  il 
faut  traverser  1  Océan ?ïl  y  a  encore  d'autres  propositions 
de  ce  genre  auxquelles  je  ne  comprends  rien.  Ainsi  des 
géomètres  déniontrent  sérieusement  que  pour  aller  d'un 
point  situé  dans  Vintérieur  d'une  circonférence  à  un  autre 
point  situé  à  Vextérieur^  il  faut  traverser  la  circonférence. 
Que  signiOent  donc  ces  mois  intérieur  et  extérieur  d'une 
enceinte,  sinon  qu'il  faut  percer  l'enceinte  pour  venir  de 
l'un  à  l'autre?  En  mathématique  il  n'est  pas  excessivement 
rare  de  voir  démontrer  des  définitions  ^  c'est  chose  ordinaire 
en  philosophie. 

km,  AB  U4TaCM.  vit.  '    7 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  156  (1847,  p.  394). 

PAa  K.  PAUL  8fi&aST. 

(Lycée  Monge,  classe  de  M.  VINCENT.) 


Le  lieu  géométrique  des  projections,  orlhogonales  du 
ccnlre  delà  Icmniscatcde  BernouUi  sur  ses  tangentes  a  pour 
équation  polaire 

pî  =  û  5  cos  —    (W.  RoberU). 

Dénumslratùm.  L'équation  polaire  de  la  lemniscate  de 

1 

BernouUi  est  p  =  « .  cos»  2co. 

Soit  P  la  projection  orthogonale  du  centre  O  delà  courbe 
sur  la  tangente  au  point  M. 

Soit  0:X|^'axe  polaire,  et  posons  OTA=f;  MOX  =«^; 
0P=/;  POX  =  c0. 

Appelons  a  l'angle  PMO  j  on  sail  que  Ton  aura  : 

^""«f^^'"  dérivée  de  p'" 

Or, 

^ ,     — 4û*sinti>'.cosw  _ 

,'=.i/cosv=«v/i-2»itf«'î  »•<''=    2av/s;;'" 

a  sin  2iù' 
""       \/cos2w' 

on  aura  donc  : 

cos2u)'__       i 
^•"8^'^^iur2^'""iang2o>»- 

D'où  il  suit  que  Tangle  a  est  le  complémcal  de  l'angle  2w'; 
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mais  l'angle  a  est  aussi  le  complément  de  l'angle  POM  ; 
^onc  ang.  POM  =?  2a>';  et  de  plus<o'  =  -  ui. 


Or  le  triangle  rectangle  POM  donne 
3 


2  %     /         2** 

P=sp'.cofl  POM  =  p'cos^w;      p'  =  al/  C08— ; 


on  a  donc 

î    2  ?  î         2a> 

P  =  a  C08  2 .  -  o) ,  on  bien  p3  =  /ï  3  cos  —  pour  I  équation 

<tn  lien  cherché ,  c.  q.  f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  170  (l,  VI,  p.  451). 
VAa  M.  VAVI.  SBBaST. 


abe ,  aBC  étant  deux  triangles  rectilignes  situés  dans  le 
même  plan,  les  quatre  sommets  b^  c,  B,  G  étant  fixes,  on 
donne  la  relation 

ab        ac  .1 

-7—  =  — -  =  constante  =  — . 
AB      AG  m 

Si  le  sommet  a  décrit  une  ligne  plane  algébrique  divisée 
par  la  droite  bc  en  deux  pfirties  égales  et  symétriques,  le 
sommet  A  décrira  une  ligne  du  même  degré,  divisée  en  deux 
parties  égales  et  symétriques  par  la  droite  BG  (Jacobi). 

Démonstration,  Sans  changer  la  nature  du  lieu  décrit  par 
le  sommet  A ,  nous  pourrons  évidemment  transporter  le 
côté  BG  sur  le  côté  bc^  de  manière  que  leurs  directions  coïn- 
cident »  et  que  leurs  milieux  se  trouvent  au  môme  point  o 
que  nous  prendrons  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires, bc  étant  Taxe  des  a:. 
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Soient  ob  =  oc =ai  oB=oC=ra;   x^y  les  coordonnées 
da  point  a  ;x' y  y  les  coordonnées  du  point  correspondanl  A. 
D'après  l'énoncé  de  la  question  l'équation  du*lien  des  points  a 
sera  de  la  forme 

cp(x,y)  =  0,  (t) 

c'est-à-dire  qu'elle  ne  contiendra  que  des  puissances  paires 
Or  on  a  : 

On  aura  donc,  d'après  l'énoncé  de  la  question ,  les  deux 
égalités  suivantes  : 

(2)  (j:'-cr)'+y  =  m*[x^aY  +'»y  ; 

(3)  (a:'+a)^+y»  =  m'  (x+ay+my. 

Retranchant  (3)  de  (2)  membre  à  membre,  l'on  trouve 
♦ax'  =  4am".  X ,  d'où 

[a)  x=znx',  en  posant  n=  -r* . 

ma 

Remplaçant  x  par  tix'  dans  (2),  on  en  tire  : 

on  bien 

Portant  ces  valeurs  de  x  et  y  dans  l'équation  (i),  nous  au- 
rons: 

(p(/ij/'I^'-+Mx"+Nx'+P)=0  (*) 

pour  l'équation  du  lien  du  sommet  A  ;  on  voit  que  cette 
équation  est  du  même  degré  que  Féquation  du  lieu  du 
point  â,  et  que ,  comme  celle-ci ,  elle  ne  contient  que  des 
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puissances  paires  de  Tordonnée  y%  ce  qui  ntonlrc  que  le 
lîeu  des  sommets  Â  est  divisé  par  la  droite  BC  en  deux  par* 
tie»  égales. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  171  (t,  VI,  p.  455). 

9MUBL  K.  PAUft  BKBI 


Théorème,  abcd^  ABCD  étant  deux  tétraèdres,  les  six  som- 
mets 6,  c^  d^  B,  C,  D  demeurant  fixes ,  on  donne  la  relation 

ab        ac       ad  ^     ^  1 

—-=--;;  =-rT:  =  constante  =  — . 
AB      AG      AD  m 

Si  le  sommet  a  décrit  une  surface  algébrique ,  divisée  par 
le  plan  bcd  en  deux  parties  égales  et  symétriques ,  le  som- 
met A  décrit  une  surface  du  même  degré,  divisée  de  même 
par  le  plan  BCD  en  deux  parties  égales  et  symétriques  (Ja-  ' 
cobi), 

Dényon$trQliùn.  Sans  changer  la  nature  de  la  surface  dé- 
crite par  le  sommet  A ,  on  peut  faire  coïncider  les  plans  bçd^ 
BCD,  et  de  plus  les  disposer  de  manière  que  les  directions 
des  côtés  bcy  BG  coïncident  et  qu'ils  aient  leurs  milieux  au 
même  point  o,  que  nous  prendrons  pour  origine  des  coor- 
données rectangulaires,  bc  étant  Taxe  des  x^  et  le  plan 
bcd  étant  le  plan  des  xy. 

Soient  ob=zoc=a  ;  ^^  c  les  coordonnées  du  point  a  sur  le 
plan  oy. 

Soient  oB=oG  =«;  ^,  7  les  coordonnées  du  point  D  sur 
le  plan  xy. 

Soient  .r,  y^  z  les  coordonnées  du  point  â,  dans!  une  quel- 
conque de  ses  positions,  et  soient  Jc',y,  z'  les  coordonnées 
du  point  A  dans  la  position  correspondante. 
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L'équation  do  ta  surface  décrite  par  J^ point  a  sera  de  la 
forme 

(0    •  cp(jr,^,  s')=Oî 

et  Ton  aura,  d'après  Ténoncé  de  la  quisliuD,  les  trois  éga* 
lités  suivantes  : 

(2)  (j:'-a)'4-y"+z'*=TO'(a:~a)'+iny+w'2*; 

(3)  (x'+a)»+r''+2'"=w*(x+a)H'»y+'^V; 

Retranchant  (3)  de  (2),  on  obtient  r  4o(x'=4//t'Aj:»  d'où 

(rt)  xz=:nx\  en  posant  «=  — j-. 

m  CL 

Retrancbanl  (4)  de  (2),  ou  obtient  : 

2(6— -a)  x'+  27jr'+«'— 6*— 7*=  2m'  (6— a)x  + 
+  2OT*c^-f  m*(a»— ^*-  c'). 

Or  de  celte  égalité  en  y^  remplaçant  x  par  sa  valeur  (<z),  on 
^  tirera  une  égalité  de  cette  forme 

EnGn  ,  remplaçant  x  eXy  par  leurs  valeurs  {a)  et  (6)  dans^ 
l'équation  (2),  on  en  tire  : 

UoncenOn,  on  remplaçant  x^y^  z^  par  leurs  valeurs  (a), 
(A),  (c)  dans  l'équation  (1) ,  nous  aurons  ; 

(5)  cp{/ïx',  Aj:'+B/+c,  Mz"+etc...)=0 

pour  l'équation  de  la  surface  décrite  par  le  point  A.  Or 
cette  équation  est  du  même  degré  que  réquatico  (1),  et , 
comme  cette  dernière,  elle  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  z%  d'où  il  suit  que  y  en  outre ,  le  lieu  des  points  A 
est  divisé  par  le  plan  BCD  en  deux  parties  égales  et  symé- 
triques. Donc  le  théorème  est  démontré. 
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SOLUTION  DE  L4.  QUESTION  172  (t.  VI ,  p.  454), 
VAR  K.  mm,  lULVomam^ 

ÉlèTd  au  Collège  militaire  de  La  Fléehe. 


Problême.  Étant  donnés  un  arc  et  sa  corde,  trouve^  le 
rayon  (Viocent). 

Fig.  26.  Solution.  Supposons  le  problème  résolu,  et 
soit  OB  le  rayon  du  cercle  ehcrché,  AB  la  cgrde  donnée, 

que  je  représente  par  2G,  et  AmU  Tare  que  je  représente 
par  SA.  Décrivons  un  cercle  concentrique  avec  un  rayon 
quelconque  OD,  et  joignons  les  extrémités  A  et  B  de  la  corde 
AB  au  centre  O. 

Los  rayons  OA,  OB  coupent  le  cercle  OD,  dont  j'appelle 
A  le  rayon  connu,  aux  points  G  et  D  ;  joignons  CD  ;  on  a  : 

arc  CD  arc  AB 

corde  CD      corde  AB 

Appelons  2x  fa  longueur  CD  et  2a  la  longueur  de  Tare  CD. 

a 
1.C  jlrianglc  rectangle  OID  nous  donne  x  =  R  sin  ^«  Mais 

Ax 
OD  a  la  proportion  ^  :  -c  ::  A  :  C  ;  d'où  ^  =  -r^  ;  donc 

Ax 
•r  3s  R  siurT^  ,'  on  obtiendra  donc  x  par  Tiatersectton  de  la 

Ax 
droite  y=^x  avec  la  sinussoïde^  =  R  sin  7=5-. 

Je  prends  pour  axea  de  coordonnées  des  droites  reclanigu- 
bircs qui  se  croisent  au  centre  O  du  cercle ,  et ,  de  plus,  je 
prends  l'axe  des  abscisses  perpendiculaire  sur  la  corde  CD. 
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La  bissectrice  de  TaDglc  des  axes ,  qui  est  la  droite  y  =  jc^ 
est  Oj::'.  Je  vais  chercher  les  principales  circonstances  de  la 

courbe  j^  ==  R  sin  ^;^.  Pour  que  y  atteigne  son  maximum 

ou  son  minimum,  il  faut  que  pour  le  maximum  on  ait 

siuTT^  =a  1 ,  el  pour  le  minimum ,  sin  -r-  =  —  1.  Donc  le 

La  Lia 

maximum  de  ^  est  R ,  el  son  minimum  —  R.  Menant 
donc  au  cercle  (R)  deux  tangentes  parallèles  à  Taxe  des 
abscisses»  la  courbe  est  tout  entière  comprise  dans  leur  in- 
tervalle. Pour  que  j^  2=  R ,  nous  Tenons  de  voir  qu'il  Tatlait 

que  sm-—  55=  —  1 .  Donc  ^^^  =  - — k~^>  *  ®^"^  assujetti 

à  être  entier,  mais  pouvant  être  positif  ou  négatif,  ou  même 
devenir  nul.  De  là  on  tire  ; 

CR    (2A:  +  1)t  ^  .  .  ,,    ^     .    ^ 

«:  =  -r-  .        •■■■     ,  Faisons  successivement  i=0=l  =2.. . . 
A  2 

et  portons  les  longueurs  trouvées  pour  x  en  OM  »  MM', 
M'M"....  La  courbe  passe  en  G ,  G',  G"....,  où  les  perpendi- 
culaires à  l'aie  des  x  coupent  les  parallèles  à  cet  axe ,  les 
perpendiculaires  étant  menées  par  les  points  M,  M',  M".... 
Pour  que  Ion  ait  j^  =  0 ,  il  faut  que 

R»     AX  I\X        ^  «•    «       AX        , 

*'"CR~       "°    ""cr"^    '  CR  ' 

GR 

donc  ar=  -— .  Jbc.  Alors,  donnant  à  k  différentes  valeurs, 

A. 

nous  porterons  sur  Taxe  des  x  les  valeurs  correspondantes 
oP,  PF....  de  X.  II  est  facile  de  voir  que  les  points  M,  M'.... 
sont  les  milieux  de  ces  distances,  par  les  expressions  mémo 
qui  les  ont  données. 

Si  l'on  cherche,  le  coeflScient  angulaire  de  la  tangente ,  un 
trouvera  pour  ce  coefficient ,  que  j'appelle  tangti  ; 
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tango»  =^c«»^. 

Par  suite,  on  voit  qu'aux  points  G,  G'....  la  tangente  est 
parallèle  à  Taxe  des  j:,  et  qu'aux  points  O,  P,  P'....  on  a  : 

tangft>±îc±:--^    donc    w>*5». 

Décrivant  la  courbe  par  points,  en  donnant  à  x  des  valeurs 
particulières ,  et  en  s'aidant  des  tangentes  que  Ton  déter- 
minerait pour  plusieurs  points ,  on  trouvera  qu'elle  coupe 
k  bissectrice  au  point  P  ;  donc,  pour  ce  point  on  a  : 

Ax 
X  =  R  sin  TT-: . 

Par  conséquent ,  EF,  ordonnée  de  ce  point ,  est  égale  à  x  \ 
nous  portons  cette  demi-corde  dans  le  cercle  R  en  CI ,  et 
nous  la  prolongerons  jusqu'en  D.  Alors,  joignant  OD  et  OC , 
nous  mènerons  une  corde  AB  parallèle  à  D  et  égale  à  2C ,  la 
longueur  OB  sera  le  rayon  cbercbé. 

Note.  11  est  plus  simple  de  prendre  R=:1  ;  construisons 
la  courbe  jr^inx  s=  x  ;  aux  Taleurs  de  x  égales  à  +  it  ; 
±9}r;  ±3ic..  .,  etc.  répondent  des  asymptotes  qui  com- 
prennent entre  elles,  alternativement  au-dessus  et  au- 
dessous  de  Taxe  des  x,  les  diverses  branches  de  la  courbe  ,- 
les  maxima  et  minima  correspondent  aux  diverses  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  l'équation  x  =  tang  x  (  voir  t.  I , 

p.  247).   Menant  à  la  distance  77  une  parallèle  à  Taxe 

des  abscisses,  elle  coupera  le  système  des  courbes  en  une 
infinité  de  points ,-  on  aura  une  infinité  de  valeurs  pour 
X.  Soit  X  une  de  ces  valeurs ,  le  rayon  cherché  répondant 

à  cette  valeur  est  =t. 

On  peut  aussi  résoudre  la  question  par  une  règle  de  fausse 
position  et  par  le  retour  des  séries  (  voir  p.  1 1  ).       Tm. 
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S[)R   UNE   CONIQUE   CIRœNSCRITE 

à  cinq  points  ou  inscrite  à  un  pentagone. 


T.  Lemme,  Cinq  points  étant  dans  on  même  plan ,  dont 
trois  points  quelconques  non  en  ligne  droite^  il  y  en  a  au 
moins  quatre ,  sommets  d'un  quadrilatère  convexe. 

Démonstralion.  Prenons  quatre  points,  sommets  d'an 
quadrilatère  à  angle  rentrant;  prolongeant  dans  les  deux 
sens  les  six  droites  qui  passent  par  ces  points  pris  deux  à 
deux ,  l'espace  du  plan  sera  partagé  :  r  en  six  régions  fer- 
mées trilatères  ;  â**  en  six  régions  ouvertes  bilatères  ;  3*  en 
six  régions  ouvertes  trilatères.  Faisant  la  figure,  il  est  facile 
de  se  convaincre  par  intuition  que,  dans  quelqu'une  de  ces 
dix-  huit  régions  qu'on  place  un  cinquième  point ,  il  formera, 
avec  trois  des  quatre  points  donnés ,  au  moins  un  quadrila- 
tère convexe. 

H.  Théorème  de  McMus.  Cinq  points  étant  sftuég  dans  un 
plan  dont  tnns  points  quelconques  sont  en  ligne  droite,  il  y 
a  au  moins  quatre  points,  sommets  d'un  quadrilatère  con* 
vexe  (  lemme  I  )  ;  par  ces  quatre  points  passent  deux  para- 
boles. Si  le  cinquième  point  est  situé  i"*  sur  Tune  des  para- 
boles ^  elle  est  évidemment  la  conique  qui  passe  par  les  cinq 
points  ;  ^  dans  l'intérieur  ou  hors  des  deux  paraboles ,  la 
conique  passant  par  les  cinq  points  est  une  hyperbole  ;  3*"  dans 
l'intérieur  d'une  parabole  et  hors  de  l'autre^  la  conique  est 
une  ellipse. 

Démonstration.  Soient  A ,  B  ^  C ,  D ,  E  les  cinq  points , 
et  A,  B,  C,  D  quatre  d'entre  eux,  sommets  d*un  quadri- 
latère convexe  j  prônant  0  intersection  des  côtés  opposes 
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ÂB,  CD  pour  origine  des  coordonnées!  BAO  pour  axe  de» 
X ,  cl  DGO  pour  axe  des  >- ,  on  aara  pour  équation  d'une 
conique  passant  par  les  quatre  points  : 

Ay+Bxr  +  Cr"+D.r  +  E.r  +  F=:0.  (1) 

Dans  cette  équation,  à  rexceplion  de  B,  t'.ms  les  coellî- 
cicnts  sont  connus.  Le  quadrilatère  étant  convexe,  A  et  C 
sont  de  même  signe  ;  les  deux  paraboles  qui  passent  par  ces 
quatre  points-  sont  données  par  la  double  équation 

Ay  ±:  2  yJi^xy  +  Cx'+  Dj-  +  Ex  +  F  =0.     (2) 

Soient  x\  y  les  coordonnées  du  cinquième  point  E  et  lo 
produito/y  positif,  alors  on  peut  le  supprimer  comme  facteur 
dans  les  inégalités.  Supposons  ce  point  r  dans  Tintérieur 
des  deux  paraboles  (2)>  et  sur  la  conique  (1]  ;  remplaçant  x 
et  y  par  x\y.^  l'équation  (1)  s'annule ,  et  l'équation  dou- 
ble (2)  donne  deux  résultats  négatifs  (II,  p.  112).  On  a  donc 
par  soustraction,  les  deux  inégalités  +  2  J/aC  —  B  <^0 , 
— 2KÂ&-B<0  ;  la  première  inégalité  donne  B>2|/AC  ; 
donc  la  conique  (1)  est  une  hyperbole.  2^  Le  point  est  hors 
des  deux  paraboles.  •  Le  même  raisonnement  conduit  aux 
inégalités  +2V/ÂC  — B>  0,  — 2  V/aC  — B>0;  pr  la 
seconde  inégalité  est  ifnpossible,  à  moins  que  B  ne  soit  néga- 
tif ;  alors  les  deux  ilfégalilés  deviennent  2k  AC  -|-  B  >  0  , 
—  2l/ÂC-|-B>0;  d'où  B>2V/aC;  ce  qui  donne  en- 
core une  hyperbole.  3«  Le  point  est  hors  de  la  parabole 
(-f-2\/AC)  et  dans  rinlérieur  de  la  parabole  (-2\/aC)  j 
onadonc  -h2V/AC— B>0,  — 2V/Â(r— B<0;  donc 
2l^^AG>  B,  et  la  conique  (1)  est  une  ellipse.  V"  Le  point 
E  est  dans  la  parabole  (-I-21/ÂG)  et  hors  de  la  para|)olc 
(-2\/ÂC)  ;  on  a  donc  +2j/ÂC-B<0 ,  — 2KÂC-B>0f 
cette  dernière  inégalité  ne  peut  subsister  qu'avec  B  négatif  -, 
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mais  alors  la  première  inégalilé  est  impossible  ;  donc  ce  eas 
ne  peut  exister  pour  x^y  positif.  Supposons  maintenant  le 
produit  xy'  négatif,  et  repassons  par  les  mêmes  hypothèses. 
En  supprimant  le  facteur  x'y\  on  devra  changer  le  signe  de 
rin^alité;  ainsi,  pour  la  première  hypothèse,  on  aura 
2|/IC— B>0,  — 2V/aC~.B>0.  Cette  dernière  inégalité 
est  impossible,  à  moins  qoeB  ne  soit  négatif  et  que  Ton  n'ait 
B>2^'1lC;  ce  qui  caractérise  l'hyperbole.  La  deaxièmc 
hypothèse  donne  2KÂC—B<0,  —  2J/aC— B<0;  donc 
encore  B>2k'ÂC.  L'hypothèse  (3)  donne  2\/IC— B<0, 
—  SV/AG"— B>0;  cas  impossible.  Enfin  l'hypothèse  (4) 
donne  2|/ÂC— B>0,  — 2V/ÂC-B<0  ;  d'où  2kÂC>Bî 
caractère  de  Fellipse.  Ainsi  le  théorème  énoncé  par  M.  Moe* 
bius  (Calcul  Barycentrique ,  p.  382)  est  démontrée 

/{effior^tie.  Ce  théorème  est  démontré  par  une  méthode 
bien  plus  compliquée,  par  M.  Bruun  d'Odessa.  (Crelle, 
Xyi,  215.  1835.) 

in.  On  peut  aussi  trouver  l'espèce  de  la  conique  par  des 
constructions  géométriques.  En  effet ,  au  moyen  de  l'hexa- 
gramme  de  Pascal ,  on  peut  mener  par  les  cinq  points  donnés 
A,  B,  C,  D,  E,  des  tangentes  à  la  courbe  non  décrite,  en  se  ser- 
vant delà  règle  comme  instrument.  Ayant  un  pentagone  cir- 
concit, par  les  diagonales  de  Newton,  on  obtient  cinq  dia- 
mètres; mais  deux  suflBsont.  Si  ces  deux  diamètres  sont 
parallèles  y  la  conique  est  une  parabole  ;  s'ils  ne  sont  pas  pa^ 
rallèles,  leur  intersection  O  est  le  centre.  Joignant  le  point  0 
au  point  de  rencontre  T  de  deux  tangentes  passant  par  A  et  B 
et  soit  I  rintersection  de  OT  et  AB  ;  si  I  est  entre  T  el  O,  la 
conique  est  une  ellipse.  Dans  toute  autre  position ,  la  conique 
est  une  hyperbole.  Si  O  est  entre  T  et  I ,  les  points  A  et  B  ap- 
partiennent à  deux  branches  différentes ,  et  si  T  est  entre  0 
et  I ,  les  deux  points  A  et  B  sont  sur  la  même  branche. 
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IV.  Pour  cotinallre  l'espèce  de  la  coniqae  inscrite  à  on  pen^ 
lagone ,  il  suffit ,  par  les  diagonales  de  Brianchon,  de  déter- 
miner les  cinq  points  de  contact ,  et  le  problème  est  ramené 
au  précédent. 

y.  Il  suit  du  théorème  de  M.  Moebius ,  que  si  cinq  sphères 
de  même  diamètre  sont  posées  au  hasard  sur  un  plan  horizon- 
tal,  il  y  a  infiniment  plus  de  probabilité  que  les  cinq  centres 
sont  sut  une  même  hyperbole  que  sur  une  ellipse,  et  infini- 
ment plus  de  probabilité  pour  une  ellipse  que  pour  une  para^^- 
bole. 

VI.  Problême.  Cinq  points  matériels  parcourent  d'un  mou- 
vement uniforme  donné ,  diflérent  pour  chaque  mobile,  cinq 
droites  données  dans  un  plan.  Quelle  est  l'espèce  de  la  co- 
nique passant  par  les  cinq  points  au  bout  d'un  temps  assigné  ? 

M.  Paul  Serret  nous  a  adressé  une  démonstration  du  même 
théorème,  très-exacte,  mais  moins  directe  et  plus  compli- 
quée. La  marche  est  inverse.  On  suppose  que  la  conique  est 
une  ellipse ,  et  on  prouve  qu'elle  a  tous  ses  points  dans  rinté^- 
rieur  d'une  parabole  et  hors  de  l'autre.  Les  discussions ,  d'ail- 
leurs bien  faites ,  sur  les  positions  respectives  de  diamètres 
conjugués  dans  les  trois  coniques,  amènent  des  longueurs  que 
l'on  évite  dans  la  méthode  que  nous  avons  suivie  (*).    Tm. 
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les  ingénieuses  et  savantes  conjectures  de  MM.  Chaslcs  et 
Vincent  sur  l'origine  de  notre  numération  chiffrée.  Ce  sont 
de  précieux  matériaux  pour  l'histoire  de  TÂrithmétique , 
sur  laquelle  on  possède  déjà  divers  essais ,  mais  qui  ne  pourra 
être  complète  que  lorsqu'on  aura  analysé  les  principaux  ou- 
vragcs composés  sur  celte  science,  chez  les  peuples  qui  Font 
cultivée.  Ce  serait  une  erreur  de  croire  qu'il  règne  là-dessus 
une  parfaite  uniformité  ;  elle  n'existe  même  pas  pour  le 
nombre  des  règles  fondamentales.  Nous  en  admettons  quatre 
et  les  Indiens  en  comptent  huit.  Ainsi  le  premier  chapitre  du 
Lilavati  est  une  exposition  du  système  des  mesures^  des  poids 
et  des  monnaies ,  et  le  deuxième  chapitre  c<mtient ,  outre  la 
numération  décuple^  nos  quatre  règles  et  ensuite  les  quatre 
suivantes  :  élévation  au  carré,  extraction  de  racines  carrées  ; 
élévation  au  cube ,  extraction  de  racines  cubiques.  On  re- 
marque aussi  des  différences  dans  quelques  procédés.  On 
devra,  pour  que  ces  analyses  aient  un  intérêt  yraiment  his- 
lorique,  distinguer  les  ouvrages  purement  didactiques  de 
ceux  qui  ayant  un  but  spécial ,  ont  aussi  une  marche  spé- 
ciale. I..es  premiers  seuls  donnent  une  idée  juste  de  l'état  com- 
plet des  connaissances  à  Fépoque  de  leur  composition,  tandis- 
que  les  autres,  d'une  utilité  déterminée,  n'ont  ainsi  qu'une 
portée  restreinte,  adaptée  à  l'objet  qu'on  a  en  vue.  Tel  est 
le  Cours  actuel  dont  le  titre  annonce  le  but  spécial  et  qui  est 
encore  mieux  expliqué  dans  ces  paroles  de  Tavant-propos  : 
«Exposer  l'arithmétique  d'une  manière  rationnelle  et  mé- 
»  thodique,  mettre  entre  les  mains  des  élèves  un  cours  écrit. 
»  complet  au  point  de  vue  des  examens,  et  dans  lequel  tout 
■  fût  à  étudier ,  tel  a  été  le  but  que  je  me  suis  proposé.  <>  Le 
succès  que  l'ouvrage  a  acquis  depuis  sa  récente  apparition , 
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vi  les  suffrages  flatteurs  qnc  les  hommes  compétents  lui  ont 
accordé  ,  montrent  mieux  que  tous  les  raisonnements ,  que 
Taoteor  a  atteint  son  but.  Le  Tond  étant  irréprochable,  nous 
sommes  réduit  le  plus  souvent  à  de  minutieuses  observa- 
lions  sur  la  forme.  ' 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  parties,  suivies  d*un  ap- 
pendice. 

La  première  partie ,  qu'on  a  oubliée  d'intituler ^  contient, 
outre  les  notions  préliminaires ^  sept  chapitres,  et  une  por- 
tion du  huitième  appartient  à  la  deuxième  partie,  intitulée 
application;  coupure  qui  ne  semble  pas  convenable. 

Dans  les  notions  préliminaires  (p  2)  l'auteur  dit  qu'il  par- 
lera plus  tard  des  nombres  fractionnaires  %i  incommensu- 
rables. Alors  pourquoi  en  parler  maintenant?  Même  l'épi- 
thèto  de  nombre  entier  ne  doit  être  employée  que  quand  on 
est  arrivé  aux  fractions  ;  c'est  là  sa  véritable  place. 

Ecrilure  d'un  nombre  (p.  7),  c'est-à-dire  la  manière  d'é- 
crire un  nombre.  On  a  omis  de  dire  que  la  n^*^  tranche  ter- 
naire porte  pour  nom  le  quantième  n — 2  latinisé  avec  la  ter- 
minaison en  illion.  Ce  n'est  qu'au  moyen  de  cette  convention 
qu'on  peut  lire  et  écrire  les  grands  nombres,  par  exemple , 
avec  148  chiffres.  On  peut  aussi  dans  ce  cas,  comme  faitÂr- 
chimèdc  dans  son  Ârénaire(I,  p.  515),  adopter  des  ordres  qui- 
naires^  décennaires,  etc.  Cette  observation  est  d'une  immense 
importance  pour  les  candidats  à  l'École  Polytechnique. 
En  1847,  un  élève  qui ,  d'après  notre  appréciation  person- 
nelle, méritait  d'être  admis  au  moins  dans  les  dix  premiers, 
a  été  déclare  inadmissible  pour  n'avoir  pas  su  lire  assez 
promptement  un  grand  nombre  d'après  la  méthode  de  Toxa- 
minateur.  Ce  réçultat  n'a  rien  de  surprena^pour  ceux  qui 
connaissent  le  cœur  humain.  Lorsqu'au  tribunal  d'un  exa- 
men ,  le  candidat  se  montre  supérieur  au  juge,  sa  cause  est 
perdue. 
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SotMiraction  (p.  12).  On  trouve  à  la  Cn  de  ropéralioo 
(p.  15),  un  théorème  dont  on  a  besoin  pour  la  commencer. 

Muliiplicalion  (p.  15).  «  La  mnlliplication  de  deux  nom- 
»  bres  entiers  a  pour  hut  de  trouver  un  troisième  nombre, 
»  composé  d*antaht  de  fois  le  premier  nombre  donné  ^  qu'il 
»  y  a  d'unités  dans  le  second.  » 

Cette  déânition,  calouée  sur  celle  d'Euclide,  est  plus' claire 
et  s'adapte  à  la  multiplication  fractionnaire.  En  débarrassant 
cette  déGnition  d'une  locution  vicieuse ,  elle  devient  très- 
bonne.  On  peut  dire  :  la  multiplication  est  uneopération  dont 
le  but  est ,  etc. 

Les  principes  relatifs  d  la  muUiplicaiian  (p.  21)  ne  me  sem- 
blent pas  être  exposés  d'une  manière  méthodique  et  claire 
tellement  que  l'auteur  lui-même,  dit  à  la  fin  s  «  Cette  dé- 
»  monstration  ne  semble  pas  comprendre  le  cas  de  deux  fac^ 
leurs  fp.  24).  »  N'est-ce  pas  par  là,  dût-on  faire  comme  toat 
le  monde,  qu'il  fallait  commencer  ? 

Division  (26).  Très-bonne  théorie  délayée  en  cinq  pages 
sans  compter  de  longues  notes  au  bas  de  ces  pages.  On  fait 
usage  de  signes  qui  n'ont  pas  été  expliqués.  Pourquoi  n'avoir 
pas  mis  ces  signes  au  commencement  de  l'ouvrage  ? 

Divisibilité  des  nombres  (p.  40).  Le  nombre  2  doit  éiro 
mentionné  expressément  parmi  les  nombres  premiers.  Les  ca- 
ractéres  de  divisibilité  sont  des  conséquences  immédiates  des 
résidus  de  la  progression  décuple,  base  de  la  numération»  etc. 
C'est  donc  à  cette  théorie  des  résidus  qn'il  convient  de  ratta- 
cher la  divisibilité'^  alors  tout  devient  général,  facile  et 
simple,  et  certes  il  ne  faudrait  pas  quatre  pages  (56  à  60)  pour 
établir  la  divisibilité  du  seul  nombre  11. 

La  suite  des  wombres  premiers  est  illimitée  (p.  51).  S'il  y 
avait  un  ciemier  nombre  premier,  le  produit  continuel  de  1  jus- 
qu'à ce  dernier  nombre  et  augmenté  d'une  unité,  serait  évi- 
demment un  nombre  premier,  ce  qui  implique  contradiction. 
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Table  des  nombres  premiers  (p.  52)  d'après  le  crible  d'Era- 

(OftlbÔDC. 

Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  (p.  54).  Très- 
complète.  Les  noms  que  porlent  certains  nombres,  tels  que 
multiplicande ,  multiplicateur,  dîTiseur,  elc. ,  provenant  de 
rasage  le  plus  fréquent  auquel  servent  ces  nombres,  ne  pour- 
rait-on pas  dénommer  de  même  le  plus  grand  commun  divi« 
seur,  de  son  usage  le  plus  fréquent ,  qui  est  de  simplifier  les 
rapports,  et  le  nommer  le  simplificateur?  Par  là  on  abrége- 
rait le  discours  et  Ton  éviterait  une  abréviation  disgracieuse. 
Théorème.  Tout  nombre  premier  absolu  qui  divise  un  pro- 
duit doit  diviser  au  moins  un  des  facteurs  de  ce  produit  (p.  6t  ). 
On  donne  pour  raison  que  s*ii  ne  divise  pas  un  facteur  en 
divisant  le  produit,  il  doit  diviser  l'autre  facteur*  Il  y  a  ici 
quelque  omission. 

DécompoiUioh  d*un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  (63  à 
76).  Est  donnée  avec  un  développement  tel  qu'il  ne  reste 
rien  à  chercher  aux  élèves. 

On  Ut  à  la  page  86  un  théorème  sur  Taddilion  de  fractions 
égales,  terme  à  terme.  C'est  le  théorème  connu  que  dans 
une  proportion  géométrique  la  somme  des  antécédents  est  à 
la  somme  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  à  son 
conséquent,  et  qu'on  démontre  de  nouveau  à  la  page  197. 
C'est  une  observation  utile  (p.  91),  qu'on  n'a  la  certitude  d'a- 
voir le  plus  petit  dénominateur  commun  possible  de  plusieurs 
fractions  que  lorsque  chaque  fraction  est  irréductible.  11  j 
a  là  deux  fautes  typographiques  indiquées  dans  l'errata  et 
une  troisième  qui  est  omise.  A  la  ligne  10  en  remontant ,  au 

lieu  de  —,  il  faut  lire  --. 

La  théorie  des  fractions  ordinaires  est  complète  et  ne  Is^îsse 
aucune  question  d'examen  sans  réponse  ;  elle  termine  le  qua^ 
trième  chapitre. 

A«i.  »■  M4Tai«.  VIL  ^ 
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Le  cinquième  renrerme  les  fractions  décimales.  Nous  re- 
commandons de  recbef  aux  élèves  la  lecture  des  fractions 
décimales  à  flgnres  nombreoses  ;  on  les  lit  comme  s'il  s'agis- 
sait d'un  nombre  entier;  ensaite,  pour  connaître  la  dénomî-* 
nation,  on  ajoute  mentalement  un  chiffre  de  plus  à  gauche  ; 
on  cherche  d'après  la  règle  donnée  ci-dessus  (p.  1 1 1)  le  nom  de 
la  dernière  tranche  à  gauche ,  et  à  la  terminaison  en  illion , 
on  substitue  celle  en  illianiéme.  L'oubli  de  cette  règle  a  eu 
maintes  fois  une  influence  funeste  sur  le  sort  des  candidate. 

La  théorie  des  fractions  périodiques  satisfait  à  toutes  les 
oxigenccs.  Si,  comme  nous  avons  dit.  Ton  donnait  les 
propriétés  des  résidus  de  la  progression  décuple,  on  en 
déduirait  d'abord  la  théorie  de.  la  divisibilité ,  et  ensuite 
aussi  facilement  le  théorème  de  Fermât ,  dont  les  fraciionê 
dites  périodiques  sont  une  conséquence  immédiate.  Mais  cela 
rendrait  toutes  ces  théories  trop  générales,  trop  courtes, 
trop  faciles  :  trois  inconvénients  graves,  que  nos  auteurs  d'é^ 
léments  évitent  avec  raison  ;  car,  pour  donner  de  raclivité  à 
l'esprit  des  étudiants ,  il  faut  des  discours  longs,  des  raison- 
nements embarrassants.  Il  est  même  singulier  qu'on  n'ait  pas 
encore  donné  ces  deux  précieuses  qualités  à  Taddition  des 
nombres  entiers.  Cela  viendra  peut-être  ;  il  ne  faut  jamais 
désespérer  du  progrès.  (La  fin  prochainement.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  16!  (t.  VI,  p.  27i). 
vAa  m.  umamom. 

élèTe  en  spécUles  (  clUM  de  M.  Richard  ). 


Soient  A  et  A'  deux  points  d'une  dlipse,  AN,  A'N  deux 
normales  se  rencontrant  en  N  ',  n  et  n'  les  grandeurs  de  ces 


Digitized  by 


Google 


—  115  — 
«ormalcs,  p  et  y  les  distaoces  da  cenlre  aox  tangentes  pas^ 
Mnt  par  A  et  A',  d  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  corde  A  A', 
on  a  :  1^  np'{-n!p^=QcP  ;  if  si  l'on  mène  les  deux  autres 
normales  passant  par  N ,  on  a  np+n'p'-\-'n"p'+n"'p"'s=  con- 
stante ;  3*  si  A'  se  réunit  à  A ,  on  a  np  »  ^,  où  /t  est  le 
ra jon  de  courbure  ;  4**  cette  dernière  expression  s'applique  au 
rayon  de  coarburc  d'une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde^ 
^  èlant  le  dem^diàmètre  parallèle  à  la  tangente.  (Joachims- 
thal). 

Je  ne  démontre  que  les  trois  premières  parties. 

I.  Soient  [x^^  y),  (x",  y")  les  coordonnées  des  points  A 
et  A'  ;  m  étant  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  dont  la 

longuear  est  2d,  <f=    .   ,Ty     (  "  •   *  représentent  les 

b'{x'+x") 
demi-axes  de  l'ellipse],  ou,  oomme   »»  = „  ,,    „  , 

aV^rT+éHfHifl»  .  onaleséaaatioM 

<:y+  26Vfir'+  *'  (<*'«■+  l>y —ei)y—2b*e'pjr—  b*p'=  0  ; 

-c^xi  -  ia'<fax*+  tf '  (aV+  6'P'  — c«)x'  +  2a<c'ar—  aV  =  0 

(voyezt.TI,  p.  367); 

.         b'{x'+j^')  _  a'ç^yy 

a\Y'+r")  ~  b'^ji/x"  ' 

dans  lesqnelles  a,^  représentent  les  coordonnées  do  point  N. 
Si  l'on  combine  l'une  des  équations  -, 

avec  la  relation 

y(j'+a^')  _  a'oyy' 

on  arrive  à 

.  *vx'x"(x'+x")      ^  a'cyy'^y-^x")' 


«•(a'*'-f.iVx"-fayy')  "^         /.»(a'4'+fr'«'x"+oy^")" 
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II.  1*  Abaissant  da  contre  de  l'ellipse  0  les  perpendico- 
laires  OP,  OQ  sor  les  normales,  on  a  KP^p;  A'Q=p'.  Le 
owde  dont  ON  est  le  diamètre  passe  par  les  points  P  et  Q, 
et  les  puissances  des  points  A  et  A'  par  rapport  à  ce  cercle 
sont  précisément  les  yaleors  de  np  et  n'p'.  Or  l'équation  da 
cerdeest  x'— ar+y— p^asO;  donc  les  paissances  seront 
égales  à 

Cette  expression  devient ,  en  mettent  pour  a,p  les  valeurs 
indiquées  ci-dessus,  et  réduisant  au  même  dénominateur, 

'  a^b\a^ti''\'b^x'3d'^ayy^ ,  ' 

Le  dépominatcar  étent  celui  de  ^d?^  au  facteur  (Cb^  prés, 
il  faut  ))rouTer  que  le  numérateur  est  égal  à 

à^b^a^y-^yy^b^Kx'  +  x'T] . 

Ce  numérateur,  par  des  réductions  évidentes  ,  se  trans- 
fntne  en   . 

a<fc*  (x'  +  a/'  )•  +  a*6*  ( j^y )•  +  â  (  b^Jx*  +  a^^yf) 
(a'6*+fr>xV'4^yyO-2aV(a'A*+6Var''+a>y')(a:VVy') 

=x2a'*«(a'-6*)  (ayy-frVx'')  +2(a*— 6>)(a*6<— a*6^j:"- 

parce  que 

«y» .  ay'*=(aV— i^V)  (a'6*-.ft»x"'). 
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OccapoDS-noas  du  facteur  de  a'fr%  qui  est 

=  2ayj^"+26Vx"4-2a4i'— a'6V-/ï'6V"— 2a'6*  + 
+  2**jr'*+26*a:"'-}-a'6y*+a'6y 

+  ^y _  2a*b^+  b\b*x^*+ay)+  i»(6>x'^.fay' •  = 
=6K-r'+x'T+û*b'+yT...  c.  q.  f.  d. 
Remarque.  Soient  2,  i'  les*  angles  NAF^  NA'F,  F  étant  le 
foyer.  Substituant  pour /y,pS  â cas i»  acosi'  dans  régalitc 

np+n^p'=:2iPy  il  vient  ncosi  +  n!co&i'=^^'^.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

c  La  somme  dés  lignes  (^tenues  en  projtUmi  les  langueurs 
de  deux  normales  comprises  entre  leur  point  de  concours  et  les 
points  &à  elles  rencontrent  recUnngulairement  Vellipse^  sur 
les  rayons  vecteurs  de  ces  points^  est  égale  d  la  corde  focale 
parallèle  d  la  droite  qui  les  joint.  « 

Si  les  deux  points  sont  symétriques  par  rapport  an  grand 
OD  au  petit  axe,  on  obtient  la  projection  de  la  normale  ter- 

nûnée  au  grand  ou  au  petit  axe  (  —,  a  \ 

2*  np+n'p+n"p"+ny".  Soient  B,  B'  les  deux  autres 
points  dont  les  coordonnées  seront  (x,y,)  {x^yj. 
Celte  somme  égale 

j/-  +  j:- + x;+x:  +y+y'' + r;+y:  ^ 

et  Ton  n'a  plus  qu'à  porter  les  valeurs  des  sommes  el  des 
produits  tirés  des  équations  c*x*— ,  etc.,  etc.;  c^^+,  etc  , 
etc.  Le  résultat  final  est  2(â'-f  ^').  Ainsi  </' étant  le  demi- 
diamètre  parallèle  à  BB',  on  a  it-^-d!'  :=à'-\-b\ 
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Rmtarque,  «  Les  quatre  lignes  obtenues  en  projetant  les 
hngueurs  de  quatre  normales  comprises  entre  leur  point  de 
eoncaurs  et  les  points  où  elles  rencontrent  reetangulairement 
la  courbe,  sur  les  rayons  vecteurs  de  ces  points^  est  con^ 
stante,  » 

3"*  Si  les  deux  points  A,  Â'  se  confondent  ^  2n/7=5  2^; 
np^d^y  n  représentant  le  rayon  de  courbure.  Celle  valeur 
n'est  autre  que  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Abd  Transo» 
(voir  t.  III ,  p.  596).  Remarquant  que 

^        b^  b' 

cos'i   ^         ••      '  âcosH 

(ce  qui  est  la  valeur  donnée  par  un  abonné ,  t.  lY,  p.  256>. 
Note.  Une  démonstratio»  plus  directe  dq  beau  tbéoréme 
de  M.  Joachimslhal  est  à  désirer. 


NOUVEAUX  THÉORÈMES  ALGÉBRIQUES 

relatifs  au  système  de  deux  équations  entre  deux  variables^ 

Par  M.  G.  G.  J.JACOBI,  proCeueup  ordinaire  de  matbtaïaUqDe»,  à  KeBDîgfberf. 
(CrelIe,XlY,28i,  1835.) 


De  tous  les  théorèmes  qu'on  donne  dans  les  éléments  d'aï- 
gèbre,  il  en  existe  à  peine  np  seul  plus  utile,  priociptileiiicnl- 
dans  les  équations ,  que  le  suivant  : 

M  X  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de  :r ,  on  a 


'(i) 


''O, 
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»  si  on  étend  la  somme  à  toutes  les  racîaes  de  réquation 
»  X=0,et  si  U  est  une  autre  fonctioa  quelconque  rationnelle 
»  et  entière  de  x,  d'un  ordre  inférieur  de  deui  unités  à  la 
»  fonction  X.  » 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  démontrerons  comment,  on  étend 
ce  théorème  au  système  de  deux  équations  algébriques  entre 
deux  Tariablcs.Soienty*,  y  des  fonctions  rationnelles  entières 
de  jc  et  de  y,  qui  montent  respectivement  au  ^^^^  et  v**^ 
degré.  Supposons  que  w  soit  le  degré  des  équations  Gnales  qui 
proviennent  de  Télimination  de  Tune  et  de  l'autre  variable 
des  équations  /=0 ,7=0. 

Soient  ecs  équations  finales  1 

X=:0,  Y=0, 

l'une  en  x  et  Tautre  en  x*  Supposons  de  plus  que  M,  N,  P,  Q 
soient  les  fonctions  multiplicatrices,  les  plus  simples,  ration- 
nelles, entières,  au  moyen  desquelles  on  obtienne  iden- 
tiquement : 

soit  enfin  MQ— NP=:V, 

nous  désignerons  par 

une  fonction  rationnelle  entière  en  x  et  ^  dans  laquelle 
x«,  j-^  sont  les  plus  hautes  puissances  de  x,  jr  qui  se  trouvent 
dans  cette  fonction,  et  soit 

On  aura ,  d'après  les  principes  algébriques  connus  : 
d'où  V  =  MQ  ~  NP  =  [x«  -',  y^-'] . 
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Or  M  et  P  sont  de  degré  w — ja,  ol  M,  Q  de  degré  4v  —  v, 
donc  V  est  de  degré  2  w — ja— ». 

Supposons  que  x=x, ,  ^==^.  ;  j:= j:,  ,  j^=^,  ; x=Xto , 

y=y^  soient  les  racines  simultauces  des  équations 

/=0,ç=0. 

Toutes  les  fois  que  j:=xm,  r=r„ ,  m,  n'étant  pas  égal  à  /i, 
satisfait  aux  équations  X  =  M/+Ny  =  0;  Y=P/4-Q7=0, 
mais  pas  aux  équations,/=0,  ?=0  comme  de  ces  équations, 
on  déduit  V/=0;  V«p=0  ;  donc  V=0. 

«'Vin,  «désignant  la  valeur  que  prend  l'expression  MQ— NP» 
»  en  posant  en  même  temps  x=^ni',  y^y^^  lorsque  m  et 
»  n  seront  différents,  on  aura  Vmii  =  0,  ou  bien  V  s'éva- 
»  nouira  pour  toutes  les  racines  des  équations  finales  qui  no 
»  sont  pas  racines  simultanées  des  équations  proposées.  > 

Différcntiant  par  rapport  à  x  et  à  ^  les  identités 
M/+N<p=X;  P/-f-Q(p=Y,  et  mettant  après  la  différentia-^ 
tion  les  racines  simultanées  des  équations  f=0 ,  ?=0 ,  il 
vient: 

M/'(X)+N7'W=X';  P/'(X)+Qy'(x)=:0, 
M/'(^)+N^'(:k)=0;  Vf\y)+q^\x)=.\\ 

Posons  pour  abréger: 

/'W?'W-?'(^)/'(j^)=Rî 
ilvient  :      R.M  =  +  XV^,  R.P=~Y'/(a:). 

R.  N=-X7V,  R.  Q=+Y'/V), 
d'où  RY=X'Y'. 

Nous  voyous  donc  qu'en  substituant  dans  Y  les  racines 
simultanées  des  équations,  on  obtient  le  même  résultat  que 

•  X'  y 

si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  lexpression  ,  on 

désignant  par  Xm,  Y',»,  Rm  les  valeurs  que  prcrmenl X',  Y', 
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R  pour  les  racines  simnltanées  xm,  ^«,  des  équations  /«O, 


f=zO^  on  obtient  Ym»  111= 


Rm 

II. 


Dans  rexpression  V,  les  variables  x,  y  pris  séparément 
montent,  comme  nons  avons  vu  ci-dessns,  an  degré  4i^— 1, 
par  conséquent  à  nn  degré  moindre  d*ane  unité  qae  dans  X 
et  Y  qui  sont  de  degré  w.  On  aura  par  la  théorie  de  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles 


X.Y  X'«.Y',(x-x«)(^-j.J- 

La  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  des  indices 

m,  n  comprises  dans  la  suite  1 ,  2,  3 w;  mais  dans  les 

4v*  expressions  que  la  somme  comprend,  toutes  celles  dans 
lesquelles  m,  n  sont  diverses  s'évanouissent,  comme  il  a  été 
dit  ci-dessus  ;  il  ne  reste  donc  que  les  termes  ou  m^n  \  d'où 
l'équation  précédente  se  change  en  celle-ci  : 


X  Y       X'in,  Y'in  (X— Xm)  (r-J^«)        Rm  (X— j:«i)  (^— r-) 
C'est  une  équation  très-remarquable. 
On  en  tire  t 

+-g-(j^— -r,)  (ov-r)—  (J^— *to)  (^— r.)  (J^— J'i)-  Cr— >-«) 

etc.^ 

en  supposant  toutefois  qu'on  ait  rendu  le  coelBcienl  de  la 
plus  haute  puissaqce  de  x  dans  X  et  de  ^  dans  Y  égal  à 
Tanité. 
Soit  U  une  fonction  ralionDclle  entière  de  jr  et  de  ^'  cl 
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Vm  la  valeur  de  U  pour  x=:Xm\  y^ym\  od  peot  poser 
U  =  Ui,i  +  W  {x^x^)  +  W'(:r-,rm),  W  et  W  étant  des 
fonctions  de  x^  y  rationnelles  et  entières. 
D'où 

Développons  ces  diverses  fractions  selon  les  paissantes 
descendantes  de  x  et  de^,-  la  première  fraction  in  second 
membre  est  la  seule  dans  ce  membre  qui  fournisse  des  puis- 
sances de  X  multipliées  par  des  poissances  de  y;  elles  sont 
donc  les  mêmes  que  celles  qui  sont  données  par 

U. 

(X'-xm)  iy—ym)' 

donc  ^  en  développant  l'expression 

uv  ù 

=  2- 


XY  Rm  {X—Xm)  iy'-ym) 

selon  les  puissances  descendantes  de  x  et  iey,  les  termes  prove- 
nant de  la  multiplication  des  puissances  négatives  de  x  par  les 
puissances  négatives  iey  sont  les  mêmes  qu'en  développant 

. ^»  ÎL H ÎL 

R,(x-jr„)(^-r-,)    R.(a>-x.)Cy_jr.)  •  R.(j:-xJ(r-^J, 

UV 
oa  bieo  dana  le  dérdoppement  de  ^  le  coefficient  de 

•Kl  Al  K|p 

d'où,  en  posant  n=R, 

en  développant  suivant  les  puissances  descendantes  de  x 

RV 
et  de^  l'expression  ^^,  le  coefficient  du  terme 

j:  -  («  +  1)  y-Çfi+i)    est    X,  «  y, /?  +  X,  «  y/ x«  ^^  j'ip  '. 


Digitized  by 


Google 


—  123  — 
Ge  qai  précède  peat  servir  à  troaver  la  valeur  des  expression» 

•2r.«r.^'+j^.«^.^+ xw^ym^, 

laquelle,  lorsque  ni  a  dî  p  ne  sont  nuls,  se  trouve  pénible- 
ment par  les  méthodes  ordinaires. 

III. 

V  ne  peut  monter  qu'au  degré  Sw—^— »  ;  XY  est  de  degré 

V 

2iv  \  donc  —  ne  peut  monter  qu'au  degré — (/i-H)  \  le  terme 

général  du  développement  est 

par  conséquent  ce  terme  est  nul  toutes  les  fois  qu'on  a 

a  +  p+2<fi  +  »;delà: 

Théorème. 

Soient  f,  f  des  fonctions  quelconques  rationnelles  en- 
tières ;  soient  •r=x„  jr=x,. .  ,x=sx^  ;  jr=y,,  ^==r. .  -^^r»  * 
toutes  les  racines  simultanées  des  équations /=0 ,  f=0; 
soit  ensuite  Rm  la  valeur  de  Texprossion 

pour  x=x«,  jrs=%rinî  alors  l'expression 

R«  R«  R» 

a  et  p  désignant  des  nombres  entiers  positifs  dont  la  somme, 
augmentée  de  deux  unités,  est  moindre  que  la  somme  de» 
degrés  des  équations  /==0,  <p=0. 
De  là  cet  autre  théorème  : 
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Théorème. 

Soient  /,  r  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  ^,  ra- 
tionnelles et  entières;  soit  F  une  aatre  fonction  qaelconqf^e  des 
mêmes  yariables,  rationnelle  et  entière,  et  d'an  degré  moindre 
de  trois  unités  que  les  sommes  des  degrés  de/ et  de  r,  alors 

F  _ 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x  et  de 
y  qui  sont  racine  simultanées  des  équations y=:0,  f=0. 

Nous  donnerons  un  seul  exemple  pour  confirmer  ce  re- 
marquable théorème.  Soient/,  ^  du  second  degré;  dans  ce 
cas ,  on  peut  déterminer  la  constante  \ ,  de  manière  que 
/+  ^  puisse  se  décomposer  en  deux  facteurs  linéaires,  et 
cela  de  trois  manières ,  par  les  trois  racines  de  Téquation 
cubique  dont  dépend  la  Taleur  de  >  ;  soient  >',  ')!'  deux  de  ces 
valeurs  diverses,  et  soit  ii=/+X'<p=^i/;  <ï»==/'-{-V'(p=:^Hv; 
t^u^9^w  désignent  des  fonctions  linéaires.  Les  racines  des 
équations/=  0,  <p=.0  sont  les  mêmes  que  celles  des  équa- 
tions 7c=0)  <»=0 ,  qui  peuvent  se  décomposer  en  ces  quatre 
systèmes  d'équations  linéaires  : 

i)  1=0,  *^  =  0;  d'où  suit  J:=a:,,  ^==r,  ; 

2)  r  =  0,w=0;  x=x^^y=y^\^ 

3)  0=0,(^=0,  x=x,,y==r,; 

4)  fi=0,  w=0,  x=x^,yz=y^^ 

d'où  s'ensuit  : 

t  =f»\x{y,—y^-y[pc,—x^'\rx,y^—y,x:i 

a,  %  7,  J  étant  des  constantes. 
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Posant,  pour  abréger, 

on  en  dédoit  :  - 

dt   dtf  dt  dw 

dx  dy  dy  dx  ^  ^ 

dt  dw  dt  dw 

dxdjr  dy  "dx         *  ^    * 

dudif  du    dp 

di'^'^d^  di~^^^'' 

du  dw  du  dw 

dx  dy  dy   dx  '* 

Ainsi    «'(x)*'( j^)— Tt'(  y)^\x)  =  — .»^A^i4w+a^A,i<t'  + 
+(37A.£w-^5A,^^=(À''~V)  \fxiy—fy^x'\  =  (>"^X')R . 

H  faut  observer  que 

Xy  y  y  t,  U,  P,  W 

prennent  simultanément  les  valeurs 

•»?.»J^,»0,  — PA.,0,  ^A„ 

•r.,  j^.,0,+(5A.,7A,,0, 

•«^ït^M  — «A41O,  —  ^^, 
^4.^47 +«^0,—7A„0. 

On  a  donc  : 

ap7^  R.  R.  R3  R4     * 

D'après  le  théorème,  on  doit  avoir  : 

5;+îr.+».+î>:=''- 

£|j^  I    y>.  -L  il  -4-  Z-i  —  0 

R,     Rt     Rs     R4 
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Substituant  les  valeors  de  R,,  R,»R,«  R4U  Tient  les  identités 

évidentes  : 

A.  +  A.  +  ^  +  \  =  0, 

X,  A.  +  X.  A.  +  JT,  A,  +  X^  \  =  0, 

r.  A.  +^.  û. + j^,  A3  +j^,  ù^ =0. 
Kœnigsberg,  iSJulo  1835. 

iVote.  Tous  les  géomètres  connaissent  le  beau  mémoire 
analytico-géométrique  de  M.  Lioaville,  relatif  à  ces  théo- 
rèmes de  M.  Jacobi  {Jawtn.  de  fnalhém.,\l ,  p.  345. 1841). 


ANNONCE. 


ComplémefU  des  éléments  d'arithmétique^  comprenant  la 
théorie  des  nombres  négatifs  ;  divers  problèmes  et  théo- 
rèmes relatifs  aux  quantités  commensurablës  ;  le  binôme 
de  Newton;  le  calcul  des  probabilités;  la  théorie  des  limi- 
tes; la  théorie  des  nombres  incommensurables;  les  frac- 
tions continues;  la  théorie  des  logarithmes  considérés 
comme  exposants,  et  la  théorie  des  approximations  numé- 
riques ,  par  E.  Lionnet ,  professeur  au  lycée  Descartes , 
in-8^,  1848  ;  chez  Dezobry,  rae  des  Maçons-Sorbonne,  1. 
Prix  :  2  fr.  50  c. 
La  seconde  édition  de  l'arithmétique  du  même  auteur  et 

augmentée  d'une  table  de  matières ,  vient  de  paraître. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  177. 

VAH  M.  SaOA&&Att , 

ÉlèT«  du  C«llése  mUIttire  de  U  Flèche. 


Donner  une  discussum  complète  du  lieu  géométrique  d'un 
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point  tel  j  que  si  de  là  Von  mène  les  tangentes  à  deux  cercles 
égaux  donnés ,  leur  rectangle  soit  constant,  (Strebor.) 

Commençons  par  chercher  l'équation  générale,  sans  faire 
d'abord  aucune  hypothèse  sur  les  données  qui  sont  le  rajon 
R,  la  distance  des  centres  d^  et  la  râleur  m*  du  rectangle 
des  tangentes. 

Gomme  tout  est  évidemment  symétrique  autour  de  la 
ligne  des  centres  OO  {/ig*  18)  et  de  même  autour  de  la  per- 
pendiculaire GY  menée  an  milieu  G  deOO\  je  prends  ces 
deux  droites  pour  axes  de  coordonnées. 

Cela  posé,  soit  m  un  point  du  lieu.  Je  mène  de  oe  point  la 
tangente  mR  au  cercle  (OR)  et  la  tangente  mR*  an  cercle 
(OR'). 

La  condition  du  lieu  est  que  fraR.ntR'ssR'.  De  là  je  déduis 

wR\mR"^mSoa  (o^-ÔR')  (O^'—ÔT'')  =  m*, 

ou  [y+(;c+lrf)*-R>]    |^^+(x-lrf)«-R']  =  m*: 

ou ,  réduisant  les  termes  semblables,  et  ordonnant  par  rap- 
portàj^,j^4+   ^2a:'-.2R*+i^/'V"-f  (x'—d^y^ 

^l\'Ux^+id*\  +R4-^m*r=0. 

Résolvant,  et  effectuant  sous  le  radical  toutes  les  réduc* 
tioos»  j'obtiens  définitivement  : 

La  forme  de  cette  équation  indique  tout  d'abord  la  symétrie 
parfaite  que  la  géométrie  nousadéjà  fait  reconnaître  par  rap- 
port aux  deux  axes  coordonnées.  Puis,  d*x*-\'m^  étant 
toujours  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x^  la  discussion 
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relative  ans  ooodilions  de  réalité  de  y  doit  porter  sur  la 

valeur  et  sur  le  signe  du  terme  R" — -rf\ 

La  géoniétrie  et  Talgébre  se  trouvent  donc  ici  parfaite- 
ment d'accord  relativement  aux  points  à  discuter. 
Le  cas  où  les  cercles  sont  extérieurs  sans  se  toucher  se 

traduira  par  <2>2R,  ou  R' — id^<i^\  le  cas  où  ils  sont' 

tangents  extérieurement  par  //  =  2R ,  ou  R*^-^  fit'  »  0  ;  le 

4 

cas  OÙ  ils  se  coupent  par  rf<2R,  ou  R' — -rf*>0;  celui 

4 
OÙ  ils  sont  tangents  intérieurement  par  if=:0.  Enfin,  il  y 
aura  à  examiner  le  cas  singulier  où  chaque  cercle  se  réduit 
à  un  point,  c'est-à-dire  R=0. 

Ainsi,  voilà  les  hypothèses  que  nous  allons  examiner 
successivement,  en  commençant  par  les  plus  remarquables  \ 
R==0,  rf=0,  <i<2R,  £/=2R,  £/>2R. 

Premier  cas. 

R=0.  Les  deux  cercles  se  réduisent  alors  à  leurs  centres, 
et  par  suite  les  tangentes  se  confondent  avec  Ôîn  et  O'm 
(fig.  18).  Le  lieu  demandé  devient  donc  le  lieu  géométrique 
des  points  teb  que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux 
points  fixes  soit  constant. 

C'est  la  courbe  connue  sous  le  nom  d'ovale  ou  ellipse  de 
GasainL  Son  équation,  facile  à  obtenir  directement,  et  qui  se 
déduit  de  l'équation  générale  trouvée  plus  haut  en  y  faisant 

Rs:0,  et  posant,  pour  simplifier--  £=  D,  est 


le  signe  —  du  radical  ayant  dû  évidemment  être  écarté, 
comme  ne  donnant  aucune  valeur  réelle  de  y. 
Pour  que ^ soit  réel,  il  faut quea:*+D*soit<ï/4D V+/i»*, 
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oa  or*— 2D'j:*-f  D*— m*  <0.  Ainsi ,  ce'  doit  élre  compris 
entre  les  racines  de  l'équation  x*— âD'x'+D*— in^==0,  qui 
sont  x;=:0'-^m\  a:,;=zD*^m\ 

Dans  tous  les  cas,  on  voit  que  la  courbe  est  limitée  en  tous 
sens;  mais  il  y  a  évidemment,  pour  connaître  la  forme 
exacte,  à  examiner  snccessivenaent  les  hypothèses  D  <  m, 
D=fii,  D>>  m. 

Pour  D<i»,  il  n'y  a  à  adopter  que  la  limite  j:/=D'+/»%- 
la  seconde,  étant  négative,  doit  être  rejetée.  La  courbe 
ne  rencontre  l'axe  des  x  qu*en  deux  points  situés  de  part  et 
d'autre  de  l'origine  à  une  distance  égale  à  V/D'+m'  ;  elle 
a  pour  centre  l'origine  et  offre  d'ailleurs  une  grande  ressem- 
blance avec  l'ellipse. 

Pour  D>>  If»,  les  deux  limites  sont  convenables;  il  y  a 
avec  l'axe  des  x  quatre  points  de  rencontre  déterminés  par 

les  abscisses x'=it  |/D'-f/»%  a:"=  ±  \/D'— m';  la  courbe 
n'existe  pas  dans  l'intervalle  des  deux  points  j/'  ni  en  dehors 
de  l'intervalle  des  deux  points  x^.  Elle  est  composée  de 
deux  courbes  ovales  égales,  symétriquement  placées  par 
rappcNTt  au  centre. 

Pour  D=m ,  x"  devient  0 ,  les  deux  courbes  ovales  vien- 
nent se  réunir  en  passant  toutes  deux  par  l'origine ,  qui  con- 
tinue d'être  un  centre.  Je  ne  m'étendrai  pas  plus  long-temps 
sar  cette  courbe,  qui  est  assez  connue. 

Second  cas, 

d=0.  Les  deu:x  cercles  se  réduisent  à  un  seul,  et  la 
question  devient  celle-ci  : 

Trouver  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener  à  un  cercle 
une  tangente  d'une  longueur  donnée  m. 

L'inspection  seule  de  la  Qgure  {fig.  18)  montre  que  si  mR, 
est  constant,  cm  doit  Tétre  aussi ,  et  que,  par  conséquent. 
An.  M  Mathéh.  VII.  9 
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le  lieu  cherché  est  une  circoDrérencé  de  cercle  ayant  o  pour 
centre  et  I^R'  +  /n'  pour  rayon. 

L'éqoation  trouvée  ci-dessus  devient,  sous  Fhypothôse 
^  =  0, 

En  prenant  le  signe  + ,  on  a  précisément  le  cercle  qu'in- 
dique la  géométrie. 

Le  signe  — ,  qui  indiquerait  des  points  situés  en  dedans 
du  cercle  primitif  si  R  est  >>  m ,  un  seul  point  si  R  =  m , 
un  lieu  imaginaire  si  R  est  <  m ,  doit  évidemment  être 
rejeté  O. 

Après  cette  rapide  discussion  de  deux  cas  singuliers ,  ren- 
trons maintenant  dans  la  véritable  question,  et  examinons- 
la  sous  trois  hypothèses  différentes. 

Troisième  cas  (fig.  19). 
Les  deux  cercles  se  coupent.  L'axe  des  y  est  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  communs  H  et  H'  {fig.  19)  ;  R'—  *  tP 

est  >  0,  et  représente  le  carré  de  l'ordonnée  GH  que,  pour 
abréger,  nous  désignerons  par  h.  L'équation  est  donc 


y  =  V—  X*  dz  \/d'x*+  m\  (1) 

Prenons  d'abord  le  radical  avec  le  signe  -{-. 
Pour  que^  soit  réel,  il  faut  que  |/5\r^+m*  soit  >x"— A', 
ou  (Px^+  m*  >  jr*-  2A*.r*+  h*. 

Les  limites  entre  lesquelles  il  faut  prendre  x*  sont  four- 
nies par  l'équation 

:c4_  (2 V+  ^)  x*+  A*—  m* = 0  , 
et  sera  par  conséquent  : 

(*)  Ce  cas  est  suscepliblo  d'une  interpréUlion  «éoméirique.  Tm. 
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Suivant  qu'on  a  m*</i%  m'zsh^  m*>h\  le  radical  est 
<  que  la  quantité  qui  le  précède,  égal  à  cette  quantité ,  plus 
grand  que  cette  quantité. 

Fig,  20.  1°  Soit  m^<^h*.  Alors  les  deux  limites  convien- 
nent :  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  quatre  points  cor- 
respondants aux  abscisses  x^  et  x^^.  Donc,  en  prenant,  pour 
représenter  les  valeurs  x^  les  deux  distances  OQ'  et  OQ", 
ponr  représenter  les  valeurs  x^^  les  distances  OP'  et  OP'' 
(fig.  20),  la  courbe  est  composée  de  deux  parties  égales ,  fei^ 
mées,  symétriquement  placées  par  rapport  au  centre^  et 
comprises.  Tune  entre  les  parallèles  à  l'axe  desj^  menées 
par  les  points  P^  et  Q^ ,  Tautre  entre  les  parallèles  au  même 
axe  menées  par  les  points  P^,  et  Q^^.  Dans  chacune  d'elles  on 
découvrira  facilement  les  points  pour  lesquels  l'ordonnée  est 
maximum  en  valeurs  absolues,  et  qui  correspondent  au  mi- 
lieu des  intervalles  P'Q'  et  P^^Q,^.  Ce  sont  deux  courbes  ovales 
pareilles  à  celles  de  la  courbe  de  Gassini  quand  D  est  >>  /n  ; 
elles  sont  tangentes  aux  parallèles  à  l'axe  des  y  aux  points 
où  elles  rencontrent  l'axe  des  x, 

T  Quand  m' devient  égal  à  h\  il  semble  qu'il  doive  arriver 
ici ,  comme  pour  la  courbe  de  Gassini ,  que  les  deux  lignes 
ovales  viennent  se  réunir  en  passant  par  le  centre.  G'est  ce 
qne  semble  en  effet  indiquer  l'algèbre ,  en  donnant  xj  z=z  o 
avec  X*  =  2h*-\- rf",  pour  abscisses  des  points  de  rencontre 
avec  Taxe  des  x,  Gependant  la  Ggurc  montre  que  ni  ce  point 
ni  aucun  des  points  voisins  ne  sauraient  convenir  à  la  ques- 
tion. Nous  allons  voir  qu'en  effet  la  courbe  ne  passe  nulle- 
ment à  l'origine ,  qui  est  tout  simplement  un  point  isolé ,  et , 


Digitized  by 


Google 


—  132  — 
de  plus ,  qae ,  si  Von  décrit  une  ellipse  ayant  ponr  centre  C^ 
pour  grand  axe  2\/2V+5",  et  pour  petit  axe  2V/2Â\  ces 
axes  étant  d'ailleurs  comptés  snr  les  lignesCXetCï,  la  coarbe 
actuelle  est  le  lieu  géométrique  des  projections  orthogonales 
du  centre  de  cette  ellipse  sur  toutes  ses  tangentes.  Démontrons 
d'abord  cette  dernière  partie. 
Soit  A,*y+B*x*=A,*B\  Féquation  d'une  ellipse  rapportée 

à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  Ay, j^  +  B*a:,x  =  A'B'  est  Té- 

AV 
qualion  d'une  tangente ,  et^  =  ^^  x  celle  de  la  perpendi- 

culairc  menée  du  centre  sur  cette  tangente. 
De  ces  deux  dernières  équations  on  tire  : 


et ,  portant  ces  valeurs  dans  Ay,*-}-  BV/  =  A'B',  équation 
de  condition  pour  que  le  point  {x,y^)  appartienne  à  l'ellipse, 
on  obtient  facilement  pour  équation  du  lieu  des  projections 
du  centre  sur  les  tangentes  :  / 

Or,  en  faisant  m'  =  ^  dans  l'équation  du  lieu  que  nous  dis- 
cutons ici,  isolant  le  radical  el   élevant  au  carré,  on  a 

l'équation 

(2A'+  â^)a^-{-  ^hy  =  (x'+yy.  (3) 

Pour  la  rendre  identique  avec  l'équation  (2) ,  il  suffit  de 
faire,  comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  6=^1^2^  k=VW^\^y 
valeurs  très-faciles  à  construire  géométriquement.  L'ellipse 
est  donc  parfaitement  déterminée.  Si  l'on  veut  exprimer  les 
axes  en  fonction  de  rayon ,  on  n'a  qu'à  remplacer  h  par 


V 


R'—  —.  On  obtient  ainsi  : 

d"  d" 

A'=2R>+-,        B'  =  2R'--. 
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On  en  lire  A'+  B'  =  2R*,  A*—  B*  =  rf*.  D'après  ces  der- 
nières formoles,  on  Yoit  que  la  distance  des  centres  des  deux 
cercles  est  égale  à  la  demi-excentricité  de  l'ellipse ,  et  qu'il 
sera  très-facile  de  décrire  les  deux  cercles  quand  l'ellipse  sera 
donnée ,  de  même  qu'il  l'a  été  de  décrire  l'ellipse  d'après  les 
deux  cercles.  * 

Voyons  maintenant  la  forme  de  ce  lieu  qui  jouit  d'une 
double  propriété  si  remarquable  {fig.  21  ). 

Son  équation  est  ^  =  h* —  j:*+  K^f 'j:'+  A*.  Nous  savons 
déjà  qu'elle  est  limitée  et  comprise  entre  deux  parallèles  à 


Taxe  des^  menées  aux  distances  jr'=±  yW-\-d*=:  it  A. 

Si  nous  faisons  jt  =  0 ,  il  vient  y  =  ±:h\/^=  ± B. 

On  retrouve  ainsi  pour  points  de  rencontre  avec  les  axes 
les  quatre  sommets  A^,  A,^,  B,,  B,^  [fig,  5)  de  l'ellipse,  qui 
sont  quatre  points  situés  bors  de  la  courbe. 

Quand  x  augmente,  on  ne  voit  pas  bien  d'abord  ce  que 
devient^.  Pour  avoir  des  renseignements  plus  précis ,  cher- 
chons l'équation  de  la  tangente  ;  et ,  pour  cela ,  prenons 
réquation  (3),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

V{x,y)  =j.4-|-2(x»-/iV+x*~(2A*4-rf>\     (4) 

De  là  l'on  tire  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

¥\x)  __      4j:^+  (4r'—  4/^'-  2rr)  j: 

**"*"  -       r{y)  -  4r'+4 (:r'-.  h^)y       ' 

On  voit  d'abord  que ,  pour  j^  =  0 ,  tang  «  =  oo ,  c'est-à* 
dire  qu'aux  points  A,  et  A,,  la  courbe  est  tangente  aux  paral- 
lèles à  l'axe  des  ^ ,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  cela 
n'arrivera  en  aucun  autre  point. 

Cherchons  maintenant  les  points  où  la  tangente  est  parai- 
lèlc  à  l'axe  des  x.  Pour  ces  points  on  a  : 

2x^  +  (2y—  2A'—  d')  x  =  0. 
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Cela  donne  d'abord  j:=:0,  ce  qai  détermine  les  points 

B,  et  B^^  ;  puis  jc*  =  A"-f  — — >'* ,  ce  qui  indique  deux  autres 

points  correspondant  à  des  abscisses  égales  de  part  et  d'autre 
du  centre  ^  et  à  des  ordonnées  qui  restent  à  déterminer.  Or, 
en  portant  cette  valeur  de  x*  dans  Téquation  F(j:,^) = 0  (4} , 
on  trouve  à  accoupler  pour  les  points  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x  : 

^  ^      ^<t       '  hit 

Or  ^'—2;^*=^^""^^' ,  si  4R'  <<3P  on  a  la  figure  21  et 
dans  los  deux  autres  cas  9  la  figure  22. 

3*^  m*^h*.  Alors  il  n'y  a  évidemment  que  deux  points 
de  rencontre  avec  Taxe  des  j:  ,  et  la  courbe  est  tout  entière 
comprise  entre  les  parallèles  à  Taxe  des  j^  menées  par  ces 
points.  £n  continuant  la  discussion ,  on  repasse  par  les  mêmes 
alternatives  et  on  arrive  définitivement  à  la  même  forme  de 
courbe  que  pour  m*  =  A\ 

4«  Il  reste  à  examiner  l'équation  (1)  en  prenant  ^•= A»— 
—  x'—  V  d*x^'\-  m*.  Pour  m*  supérieur  ou  égal  à  A*,  jr  est 
imaginaire,  il  n'y  a  pas  de  lieu  géométrique.  Pour  m*<^h\ 
on  trouvera,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  un  lieu  illi- 
mité dont  les  points  les  plus  rapprochés  des  cercles  en  sont 
trop  éloignés  pour  convenir  à  la  question  géométrique;  ou 
une  ligne  ovale  passant  par  les  points  de  rencontre  des  deux 
cercles ,  comprise  tout  entière  dans  l'intérieur  de  la  figure 
qu'ils  déterminent,  et  ne  donnant  encore,  par  conséquent, 
aucune  solution  géométrique.       (  La  fin  prochainemmL  ) 
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THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE, 

PA&  M.  8TBZBO&. 


Une  ellipse  sphérique,  dont  les  demi-axes  a  et  b  soûl  liés 
par  la  relation 

sin/i  =  tang^, 

considérée  par  rapport  aa  centre  exlérienr,  situé  sur  le  pro- 
longement de  son  grand  axe  2a,  jouit  des  analogies  les  plus 
frappantes  avec  l'hyperbole  équilat^e.  En  appelant  la  sphé- 
ro-coniqae  dont  il  s'agit  Vhyperbole  équilatôre  spbérique^ 
on  aura  les  ttiéorèmes  suivants ,  qui  vont  mettre  en  évidence 
la  justesse  de  cette  dénomination.  Le  complément  (a)  de  a 
est  évidemment  analogue  au  demi-axe  réel  de  l'hyperbole. 

On  sait  que  dans  une  hyparbole  équilatère  le  rayon  cen- 
tral de  chaque  point  de  la  courbe  est  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  de  ce  point»  tirés  des  foyers. 
Semblablement  -. 

I.  Dans  Thyperbole  équilalére  sphérique ,  si  Ton  mène 
dea  arcs  de  grands  cercles  des  foyers  contigus  des  branches 
opposées  à  on  point  quelconque  pris  sur  la  courbe,  le  pro- 
duit des  tangentes  trigonométriques  des  demi-arcs  sera  égal 
au  carré  de  la  tangente  du  demi-arc,  tiré  du  centre  à  ce 
point. 

Dans  une  hyperbole  équilatère,  la  distance  du  centre  à 
une  tangente  quelconque;  multipliée  par  la  distance. du 
centre  au  point  de  contact  correspondant,  donne  un  produit 
constant,  le  carré  du  demi-axe  de  la  courbe.  Semblable- 
ment : 
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IL  Dans  une  hyperbole  équîlatère  sphériqae,  si  l'on  dé- 
signe par  b)  Tare  mené  du  centre ,  perpendiculairement  au 
grand  cercle,  tangent  à  Vextrémité  d'un  arc  vecteur  quel- 
conque p ,  tiré  du  centre,  on  aura 

sine»  tang  p  =  sin  a  tanga. 

III.  L'hyperbole  équilatôre  sphérique  est  lieu  géométri- 
que du  sommet  d'un  triangle  sphérique  dont  la  base  est  don- 
née et  dont  la  différence  des  angles  à  la  base  est  constante. 

On  sait  qu'un  système  d'ellipses  de  Gassini,  ayant  les 
mêmes  foyers  ^  est  coupé  orthogonalcment  par  un  système 
d'hyperboles  équilatères,  ayant  le  même  centre  que  les  cas- 
sinoïdes  et  passant  par  les  foyers.  Semblablement,  en  pre- 
nant pour  déGnition  de  cassinoïde  sphérique  le  lieu  d'un 
point  tel  que  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des 
demi-arcs,  qu'on  tire  de  là  à  deux  points  fixes,  soit  con- 
stant, on  a  le  théorème. 

IV.  Un  système  de  cassiu6ïdes  sphériques  ayant  les  mêmes 
foyers  sera  coupé  orthogonalcment  par  un  système  d'hyper- 
boles équilatères  sphériques,  ayant  même  centre  que  les  cas- 
sinoïdes  et  passant  parles  foyers. 

La  courbe,  lieu  des  points  pris  sur  des  grands  cercles, 
menés  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sptiériquc,  per- 
pendiculairement à  ses  tangentes ,  de  manière  que  leurs 
distances  au  centre  soient  divisées  en  parties  égales  par  les 
tangentes ,  offre  les  analogies  les  plus  remarquables  avec  la 
lemniscate  de  Bernoulli ,  qu'on  tire  d'après  une  méthode 
pareille  d'une  hyperbole  équilatère  plane.  En  effet  (en  appe* 
tant  la  courbe  qu'on  obtient  par  cette  construction  la  sphéro- 
lemniscate) , 

y.  Lasphéro-lemniscatecoïndde  avec  le  lieu  géométrique 
du  sommet  d'un  triangle  sphérique ,  dont  la  base  est  donnée 
et  dont  le  produit  des  sinus  dos  demi-côtés  est  constant ,  et 
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égal  aa  carré  du  sinus  de  la  quatrième  partie  de  la  base. 

VI.  La  iNise  du  triangle  dont  on  ?ieni  de  parler,  est  la 
distance  entre  les  foyers  eontigus  des  branches  opposées  de 
rhyperbdie  éqnilatère  sphérique,  de  laquelle  la  sphéro- 
lenmiscate  est  dérivée. 

VU*  L'arc  de  la  sphéro-lemniscate  s'exprime  exactement 
par  une  fonction  elliptique  de  première  espèce ,  sans  aucune 
addition. 


THEOREME 
sur  lei  rayons  vecteurs  des  coniques. 


m.  &U0IBM  OIIiUiB , 

élere  du  lycée  Monge. 


Théarêtne.  Si  par  un  point  d'une  ellipse  ou  d'une  hyper- 
bole on  mène  une  tangente  et  une  normale ,  si  l'on  joint  l'on 
des  foyers  à  ce  point  et  que  par  le  centre  on  mène  une 
parallèle  à  cette  droite,  la  partie  de  cette  parallèle  comprise 
entre  la  nonnale  et  la  tangente  sera  égale  à  l'autre  rayon 
vecteur  de  ce  point. 

Démonstration  très-facile;  moyen  d'exercice. 


DES  COURBES 

sur  lesquelles  un  point  pesant^  sans  vitesse  initiale ^  emploie 
pour  descendre  jusqu'au  point  le  plus  bas  un  temps  donné 
par  une  fonction  algébrique  de  la  hauteur. 


I.  IêOVIM  AOU8T, 

docteur  ès-iciencei ,  profesMur  au  lycée  de  Strasbourg. 


Ce  problème  est  susceptible  d'une  solution  complète  dans 
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le  cas  le  plos  général,  c'est-à-dire  lorsqfoe  le  lemps  de  la 
cbate  du  mobile  est  une  fonction  qoeloonqae  de  la  haatenr. 
L'emploi  des  fonctions  eolériennes  ou  bien  des  intégrales  à 
indices  fractionnaires ,  permet  de  trouver  réqaation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  des  courbes  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée,  et  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
Cette  équation  s'intégre  dans  le  cas  où  le  temps  est  une  fonc- 
tion algébrique  de  la  hauteur. 

Mais,  dans  ce  même  cas,  la  question  peut  être  traitée 
très-simplement ,  en  s'appuyant  seulement  sur  les  principes 
les  plus  élémentaires  du  calcul  différentiel  et  intégral. 

I. 

Soit  t  le  temps  de  la  chute  du  point  pesant  jusqu'au  point 
le  plus  bas  de  la  courbe^  que^e  que  soit  la  courbe  sur 
laqudle  le  point  est  assujetti  à  glisser,  on  aura  : 

i  =  -^\-^=i.  (i) 


__     i     C        ds 


L'axe  des  x  est  placé  verticalement  et  dans  une  direction 

contraire  à  la  pesanteur  ;  l'origine  des  coordonnées  est  placée 

au  point  le  plus  bas  ;  h  représente  la  hauteur  de  la  chute , 

g  la  pesanteur,  ds  l'élément  de  l'arc. 

ds 
Si  nous  transformons  l'équation  (1)  en  posant  ^  =:  <p(x)  et 

xss^hzy  nous  obtiendrons  : 

or  t  est  une  fonction  algébrique  de  la  hauteur.  Nous  pose- 
rons : 

/  =  A/i»  -f  BM  +  €/*>+...+  MA.". 

A ,  fi,  ...  M  étant  des  constantes  an  nombre  de  /f  ;  «.  P,  7  •* 
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fi  étant  des  exposants  quelconques  positifs,  négittiis,  frac- 
tionnaires ,  nous  aarons  donc  : 

AA«  +  BAi9  +  ...-f-MAA*  =  ^-L.r     "^^      Yh^)\/h.      (2) 

Pour  obtenir  l'équation  différentielle  delà  courbe  cherchée, 
il  suflSt  de  difiërentier  n  fois  successives  Téquation  précé- 
dente, et  d'éliminer  les  n  coeflBcients  A,  B,  G,  ...  M  entre 
ces  a-f~^  équations  (ce  qui  donne  une  équation  unique  sans 
coeflBcients  constants),  et  d'égaler  à  0  l'expression  qui  se 
trouve  sous  le  signe  d'intégration.  Ce  sera  Téquation  diffé- 
rentielle entre  5  et  :r;  elle  sera  de  Tordre  n,  à  coefficients 
fonctions  de  j:  et  d'une  forme  qui  en  permettra  l'intégration. 
Mais  son  intégration  dépendra  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion algébrique  du  degré  n ,  d'une  forme  particulière  et  dont 
on  pourra  déterminer  les  racines;  le  problème  sera  donc 
résolu. 

On  évite  les  difficultés  inhérentes  à  rélimination  des  con- 
stantes A,  B, ...  M  et  à  la  résolution  de  l'équation  du  degré  n , 
en  procédant  de  la  manière  suivante. 

Posons  dans  l'équation  (2)  (p(Az).  l/Az^V;  différentions 
par  rapport  à  A ,  et  éliminons  une  constante  A  entre  la  pro- 
posée et  sa  dérivée.  Si  nous  posons  : 

nous  obtiendrons 

y^\y^y^'z 

Diflérentions  cette  dernière  équation^  éliminons  la  cmstantc  H 
entre  cette  équation  et  sa  dérivée,  cl  posons 

v,-4:.=v.. 
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IMHUaOrtHB: 

C(a  -  Y)  (P  —  7)A'  +  D{«  -  »)  (p  —  *)&« 
+  ...  +M(a-,»)(P-H)=-i=C'-— ^=.V, 

Ed  oontinuBDt  toujours  delà  même  manière,  ou  tombera  sur 
une  équation  débarrassée  de  toute  constante,  cette  équation  est 


1    r        dz 


•V,  =  0,  (3) 


'dans  laquelle  on  a  posé 

dV 

or,  poar  que  Téquation  (3)  soit  satisfaite,  il  faut  que  V^  soit 
nnl  ;  on  a  donc  l'équation  différentielle 

Si  Von  remarque  que  Ton  a  posé  x  =  Az,  et  que  par  consé- 
quent  '-^=  -^zr-'^ï  =  ^"57^^»  ^"^  *"'^*  léquation diSé> 
rentielle  de  la  courbe 


dx 

II 


pV_=0,  (4) 


L'équation  différentielle  (4)  que  nous  venons  de  trouver  est 
de  Tordre  n;  nous  allons  nous  occuper  de  l'intégration  de 
cette  équation. 

Cette  équation  étant  linéaire,  on  trouvera  pour  son  inté- 
grale 

M.  étant  une  constante  arbitraire. 
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La  fonctioo  V^  étant  déterminée,  il  est  facile  de  déter- 
miner y,^  ;  en  effet ,  on  a  la  relation 


dh 
on  bien 


îA_XV^=V^, 


•XV^=M.x/'; 


dx 
l'intégrale  de  cette  équation  est 

h,  étant  une  constante  introduite  par  l'intégration. 
En  continuant  de  la  même  manière,  on  trouTovit  : 

I,  étant  la  constante  arbitraire  ;  donc  finalement  on  tioaTenr  -. 

V=  A^«+  B.x^+  ...  -f  M,x/' , 

A,,  B,,  ...  étant  des  quantités  constantes  introdoites  par 
l'intégration  des  équations  différentielles  suocessiTes. 

Si  l'on  remplace  Y  par  sa  yalenr  Vhx.<i{hz)  on  bien  par 
\/x<f[x),  on  trouve 

,(a:)=^=A^""+  B,ar  i-l- C^'^-f- ...  -|-M.x''  î; 
delà 

*=-^-"'î+A^'''^+...+^x''"^ït,         (5) 

qui  estréqaation  de  la  coarbe  en  termes  fiais  entre  Tare  et 
rabsdsse. 

III. 

OccaponS'Doas  maintenant  de  la  détermination  des  con- 
stantes arbitraires. 
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L'équatk»!  (1),  dans  laquelle  on  remplace  teidsfsr  leurs 
valeurs,  devient 


or  il  est  facile  de  voir  que 


\ 


V/A-l 


=  K.A.fc«, 


et  ainsi  de  suite;  K.  K.  ...  étant  des  quantités  connues ^  on 
aura  donc  identiquement  : 

A  A«  +  B^P  +. . .+  Mfc/* = J-[KA.A«  +K.B.AP  +.— .+K.M.fe''  1 
et  par  suite 

A.=^.Aî     B.  =  -^B...      M.=-^Mi 

ainsi  les  constantes  arbitraires  A, ,  B^ ...  M.  seront  toutàfait 
déterminées.' 

Il  sera  donc  facile  de  calculer  ces  constantes  dans  chaque 
cas  particulier. 

IV. 

Si  tous  les  exposants  a ,  p ,  y. . .  >  étaient  entiers  et  positifs , 
onarriverait  encoreplus  simplementà  l'équation  diffiàrentielle 
cherchée.  Soit  fi  le  plus  grand  exposant ,  il  suflSra  de  dific- 
rentier  ii  fois  successives  Téquation  (2)  par  rapport  kh,ci 
Ton  trouvera  : 


i 

i 

\  Digitizedby  VjOOQIC 


—  Ib3 


dh 


or,  pour  que  celte  équation  aoit  satisfaite,  il  suffit  que  l'on  ait 

de  là  on  troave  par  l'intégration ,  les  constantes  étant  con- 
yenablemeot  déterminées  : 

V. 

Comme  vérification  de  la  formule  (5),  cherchons  la  courbe 
tautochrone ,  c'est-ànlire  la  courbe  sur  laquelle  un  point 
pesant  glissant  emploie,  pour  arriver  au  point  le  plus  bas,  un 
temps  indépendant  de  la  hauteur  de  la  chute  ;  alors  il  suffit 
de  supposer  dans  l'expression  du  temps  tous  les  coefficients 
nais,  excepté  le  cofficient  A,  et  la  puissance  a  de  A,  dans  ce 
terme ,  égale  à  0.  La  formule  (5),  dans  laquelle  on  introdui- 
rait ces  hypothèses ,  donnerait  : 

ce  qui  est  l'équation  de  la  cycloïde. 

Si  Ton  cherchait  la  courbe  telle  que  le  temps  de  la  chute 
fût  propwtielle  à  la  hauteur,  on  trouverait  : 

Note,  Voir  un  mémoire  de  M.  Puiseux  sur  les  tauto- 
chrones.  (Journal de  mathématiques,  t.  IX,  p.  409, 1844.) 

Tm. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  178  (p.  75). 
»AA  Ht.  m.  JAuraoxD, 

matire  d'éludés  au  lycée  de  D^on ,  admiuible  à  rÉeole  normale  supérieure. 


{Pig.  25.)  Je  preods  poar  axes  des  coordonnées^  les  axes 
principaux  de  Fellipse  :  on  aura 

ay+&V=aV'  pour  l'ellipse; 

(1)  y-^x'sza*      pour  le  cercle  décrit  sur  le  grand 

axe; 

(2)  ^=a(j:-^)       pour  une  corde  qadconque  MN 

passant  par  le  foyer  F. 

(3)  jrs=  —  *.  (or— c)  pour  la  corde  PQ  perpendiculaire 

à  la  première. 

[Pig.  25.)  Soient  a:\  y\  a!\  y  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  de  MN  avec  le  cercle. 

(j:'~a^')«=:*^^j-p-^-,    {y^yy=k——-^ 

En  changeant  dans  cette  expression  «  en  —  ^-^  et  par  oon^ 
séquent  a*  eo  -; ,  on  trouve  : 

donc  les  cordes  MN ,  PQ  sont  égales  à  deax  diamètres  con- 
jugués dans  Tellipse. 
So\iy=mx  Téquation  du  diamètre  égal  h  d^ei  x/,  y, 
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j:/',  ^/'  les  coordonnées  des  extrémités  de  ce  diamètre,  on  a  : 
On  troQvc  : 

fin  changeant  m  en  /»',  on  a  poor  tT  •. 
ab\\+ml') 

Lesdeozéqoatîonsen  m  et  m' sont  donc 

g'y(l+ro')  _  a'+6'«'        a'6'(14-/»'')  _  ^-faV 

en  les  résolvant  et  prenant  m  et  m'  de  signes  contraires , 
on  a  : 

et  l'on  a  bien 

h 

mm  sfc  —  — . 
a 

Soit  maintenant  >'=our  mi  diamètre  parallèle  à  la  corde 
jr=x(x— c),  les  coordonnées  da  point  d'intersection  de  ce 

diamètre  avec  la  corde  y^  —  •  (a:— c)  sonit  : 


^  ^^7i~j»>  y  "^  Ti  5» 


la  distance  de  ce  point  d'intersection  au  centre  est  donc 
par  conséqaent,  les  segments  de  ce  diamètre  sont  : 

Am.  DE  MatUv.  TIL  10 
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l/l+a'  kl-|-«* 


(♦) 


^_  _  ^i/i+.»-H:  ^^j 


Cherchons  maintenant  les  rayons  vectears  menés  dn  fojer 

F  aux  extrémités 'da  diamètre  oonjngnér=''>xon  —  x, 

en  prenant  le  signe  +  foo^  m.  Les  coordonnées  des  poiol» 
d'intersection  de  oe  diamètre  arec  l'ellipse  sont  $ 

la  disUnoe  da  fojer  F  à  dMcan  de  ees  poiols  est 

\/(''-p#)+î^= 


a\/T+7'—c 


expression  égale  à  (4).   Faisant  le  même  ealcnl  poor  le 
deuxième  rayon ,  on  trouve  : 

aVT+^'  —  c 

expression  égale  à  (5). 
Si  OD  prend  le  diamètre  ^  = x  parallèle  à  la  corde 

y  = {X'-~c)f  on  trouve  pour  les  sq^ents  de  ce  dia- 

ce 
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mètre,  déterminés  par  la  corde  ^  =  a(.r~c),  et  pour  les 

rayons  yecteurs  menés  da  foyer  F  aux  extrémités  dn  dia- 

b 
métré  conjugué  ^  = a:,  les  expressions  communes 

€l(JL 

^y/îHp-c^   aV/r+7-fca 

La  deuxième  partie  da  théortee  se  trouve  ainsi  démon- 
trée. Dans  l'byperbeie ,  la  somme  des  carrés  des  cordes  MN 
t?t  PQ  est  constante. 


SOK  LA  CÉOMËTRIE  SPHÉRIQUE  ANALYTIQUE. 

profatseyr  de  mathémaliques  aa'4ycé€  de  Tours  (*)• 


lues  NomDelles  j4nnale$  mentionnent  (page  475,  1847) 
la  présenlation  que  j'ai  faite  à  l'Académie  des  sciences  d'un 
essai  de  géométrie  sphérique,  à  la  date  du  15  novembre  1847, 
et  annonçant  que  mon  mémoire  a  été  renvoyé  à  l'examen 
d'une  commission  composée  de  MM.  Cauchy,  Poncelet  et 
LiouviUc. 

Tatlendais  le  rapport  des  commissaires,  lorsque  votre 
numéro  de  février,  que  je  viens  de  recevoir,  m'a  fait  con- 
naître les  recherches  de  M.  Yannson  sur  le  même  sujet.  Le 
système  de  coordonnées  employé  par  M.  Yannson  est  celui 
que  j'ai  moi-même  employé  dans  mon  mémoire.  Cette  coïn- 
cidence me  détermine  à  vous  adresser  quelques  détails  sur 


(0  Je  rappelle  derechef  que  l'Allemagne  possdde  depuis  i83S  un  traité  ex 
profûêêo  sur  la  aphéro-gédmétrie  analytique  dans  le  système  des  coordonnées 
ephèriqnes.  L'auteur,  M .Gudermann,  annonçait  même  une  traduction  française. 
3e  ne  sache  pas  qu'elle  ail  paru.  Tm. 
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les  époques  auxquelles  j'ai  donné  connaissance  de  mon  Ira- 
?ail ,  et  sur  les  malières  qui  y  sont  traitées. 

Le  12  juin  1847,  j'ai  déposé  ce  travail  dans  les  arcbiyea 
delà  Société  d'agriculture,  sciences,  cic  ,  du  département 
dlndre-et-Loirc ,  afin  d'assurer  mes  droits  à  la  priorité  dans 
des  recherches  qui  me  paraissaient  intéressantes  et  que  je 
croyais  neuves. 

Pendant  la  session  du  congrès  scientifique  qui  s'est  ouvert 
à  Tours  le  15  septembre  1847,  j'ai  en  occasion  d'exposer  les 
principes  dont  je  faisais  usage  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes de  géométrie  sphériqué. 

Enfin ,  mon  essai  de  géométrie  analytique  de  la  sphère  a 
été  présenté  à  l'Académie  des  sciences  dans  la  séance  du 
15  novembre  1847. 

Voici  maintenant  l'analyse  de  cet  essai. 

S  1.  Préliminaires. 

Dans  un  court  résumé,  je  donne  l'historique  de  la  géo- 
métrie de  la  sphère.  Je  Tais  remarquer  l'absence  d'unifor- 
mité dans  la  marche  suivie  jusqu'ici  pour  traiter  les  ques- 
tions relatives  à  cette  partie  de  la  science  de  l'étendue.  Le 
système  des  coordonnées  de  Descartes  réunit  bien  ces  carac- 
tères d'uniformité ,  mais  il  ne  permet  d'étudier  les  courbes 
sphériques  que  par  leurs  projections.  Les  projections  étant , 
dans  le  système  de  Descartes,  des  intermédiaires  obligés 
entre  la  courbe  étudiée  et  l'esprit  qui  l'étudié ,  présentent 
souvent  des  obstacles  à  l'investigation. 

Cet  inconvénient  disparaît  quand  on  rapporte  les  points  de 
la  sphère  à  deux  grands  cercles  :  l'une  d^s  coordonnées  est 
la  longitude  du  point  ;  l'autre  coordonnée  est ,  non  pas  sa 
latitude,  mais  une  distance  qui,  comptée  sur  le  premier  mé- 
ridien y  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions  que  la  longitude 
comptée  sur  l'équatenr. 
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Ge  choix  de  coordonnées  permet  de  partager  les  lignes 
sphériques  en  deox  classes;  les  lignes  dont  les  équations  ne 
renferment  que  les  tangentes  trigonométrîques  des  coor- 
données, ce  sont  les  lignes  algébriques.  Toutes  les  autres 
lignes  sont  appelées  transcendantes. 

Les  lignes  algébriques  sont  distribuées  en  lignes  de  diffé- 
rents ordres >  suivant  le  degré  de  leur  équation. 

Les  lignes  transcendantes  ne  sont  soumises  à  aucune  clas- 
sification. 

Tonte  équation  algébrique  du  premier  degré  représente 
un  grand  cercle,  c'est-à-dire  l'intersection  de  la  sphère  par 
on  plan  conduit  par  le  centre. 

Toule  équation  algâ)riqne  du  deuxième  degré  représente 
uneoonique  sphérique,  c'est-à-dire  l'intersection  delà  sphère 
par  un  cône  du  second  degré  dont  le  sommet  est  au  centre. 

En  général ,  toute  ligne  algébrique  de  l'ordre  n  résulte  de 
rinlersection  de  la  sphère  par  un  cône  ayant  son  sommet  au 
centre ,  et  dont  l'équation ,  en  coordonnées  rectilignes ,  est 
do  degré  n. 

Cette  première  partie  se  termine  par  des  formules  pour  le 
changement  de  coordonnées. 

§  2.  Examen  pariiculier  des  lignes  du  premier  ordre. 

Équation  du  grand  cercle  assujetti  à  deux  conditions^ 
comme  de  passer  par  deux  points  de  la  sphère,  d'avoir  pour 
pMe  un  point  déterminé  de  cette  surface ,  de  passer  par  un 
point  et  de  couper  un  autre  grand  cercle  sous  un  angle 
donné,  etc., etc.  .,. 

Angle  de  deux  grands  cercles  donnés  par  leurs  équations. 

S  3.  Du  petit  cercle. 
€'est  une  ligne  du  deuxième  ordre  ;   son  équation  au 
aïoyen  de  son  pôle  et  de  son  rayon  polaire  ;  angle  do  deux 
petits  cercles  donnés  par  l<mrs  équations  ;  a\c  radical  de 
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imi%  peints  «crdes  ;  centre  de  simiUtade  ^  centre  radical  tfe 
trois  petits  cercles  ;  usage  des  propriétés  des  centrea  radi- 
eanx  et  des  centres  de  similHade,  pour  déterminer  on  eercle 
par  trois  conditions. 

En  terminant  cette  troisième  partie ,  j'ai  occasion  de  re- 
marquer cette  belle  propriété  de  géométrie  sphérique  t  si 
d'un  point  do  la  sphère,  extérieure  à  un  petit  cercle,  on 
mène  deux  arcs  sécants  à  ce  pelH  cercle ,  les  tangentes  tri- 
gonomélriques  de  la  moitié  de  ces  sécantes  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  tangentes  de  la  moitié  de  leurs 
parties  extérieures.  Propriété  analogue  pour  le  cas  où 
le  point  est  intérieur  au  petit  cercle.  (La  finproekainBmeni.} 


SUR  LES  œNES  DU  SECOND  DEGRÉ 
et  iur  ki  elUptet  gphériqueê. 


9AWL  K.  uoBBaairB , 

pvofefMar  à  la  Faeiiliède  Berdeaui. 


(t)  Problème.  Trouver  te  lieu  des  droites  OM  telles  que 
la  somme  des  angles  COM ,  G'OM  soit  constante,  OG  et  OC 
étant  deux  droites  fixes. 

Soit  GOG'  =  3c  ;  |M%nons  la  bissectrice  On»  pour  axe  des 
z,  Taxe  des  jc  étant  perpendiculaire  à  Om  el  dans  le  plan 
GOG',  enfin  Taxe  des  y  perpendiculaire  en  O  au  plan  de  zx. 
En  supposant  GOM  =  Â ,  COM  =  B ,  l'équation  sera 
A-|-  B=2a9^ââ  étant  un  angle  constant  plus  grand  que  de. 
Gomme  l'on  a  r 

cos  AcosB— sinAsinB =co6  da  ; 
(cos  Â  cosB  — cos  âa)'==  sin'A  sin*B = (t  —  cos*A)(i  -cos^B), 
on  en  déduira  l'équation 

cos'A-fcos'B-— 2cos2a  cos  AcosB=sin'2a 
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Mais 

€Os2a  ssl — 2sin'a  f      siQ3a==â8Îna  cosa  ; 

delà 

(cosA— ooëB)*+4sin*aoosÂGOftB=4sin'aoos'a. 

l>e  fHuSy  OM  fait  avec  les  trois  axes  des  angles  ayant  pour 
cosmos 

De  même ,  OG  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
float  sin  c,  0 ,  cosc  ;  enfin  OC  fait  avec  le$  axes  des  angles 
ayant  pour  cosinus  —  sine ,  0 ,  oose.  On  aura  donc  : 

cos  A={»  Gos  c+x  sin  c)  :  V^x'+y+z* , 
cosB=(zcosc— xslnc):V^x4^p+2% 

d'où 

cosA— cosB«ar8lnc:V/?45^M^i 

et  par  suite  Téquation 

x'8in"c4-8in*a{z'cos*c-vc*8itfc)=sln'acos'a(x"4-r'+»')» 

ou  bien  encwe 

cos'a  (sln"a  —  sin'c)  x*  +  sin*  a.iM*ay  ' + 
+  sin*a(cos*tf — cosV)s*  =  0. 
cos*tf--cos'c  =  —  (sln*tf— sinV)  ; 

d'ailleurs  on  a  • 

oos\s  =  cos6cosc, 

l'angle  b  étant  celui  que  la  droite  OM  fait  avec  Oz  quand  elle 
est  dans  le  irian  zOy^  on  aura  donc  : 

cofa.:c^4-  cotV  -  »'  =  0 ,  (1) 

ce  qui  est  Téquation  d'un  cône  du  second  degré;  on  saii, 
réciproquement  que  tout  cône  du  deuxième  degré  peut  être 
représenté  par  une  équation  telle  que  (I).  Donc  tout  cône  a 
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deax  lignes  focales  qui  font  avec  une  même  génératrice  des 
angles  dont  la  somme  est  constante. 

(S)  Il  est  à  remarquer  qu*on  parviendrait  à  la  même  équa- 
tion en  partant  de  Téquation  A — B=2a.  Voici  pourquoi.  Ima-^ 
ginons  une  sphère  ayant  son  centre  au  sonounet  du  cône  ;  la 
courbe  d'intersection  sera  une  ellipse  sphérique,  et  si  les 
lignes  focales  apercent  la  sphère  en  G,  C  dans  Fintérieur 
d'une  même  nappe  et  en  G„  C.'^  dans  l'intérieur  de  la  nappe 
opposée;  si  de  plus  M  est  un  point  quelconque  de  Tellipso, 
on  aura  CM  +  G.M=:7r,  G'M  +  G/M  =  ff.  Soit  de  plus 
GM-f-G'M=2a,  il  en  résultera  GJ«+G/Mfi=2it^2a.  Doue 
G,  et  G/  sont  également  des  foyers  de  Tellipse.  On  a  aussi 
G.M-G'M=iï--2£ï,  C/M— GM=ir— 2a  j  donc  C.  et  G',  ou 
bien  G/  et  G,  peuvent  être  considérés  comme  foyers  d'une 
hyperbole  sphéfique  (la  différence  des  arcs  étant  constante) 
qui  ne  diSère  en  rien  de  Tellipse  sphérique,  si  ce  n'est  parla 
position  des  foyers. 

(3)  Si  l'on  prend  j:*+y*  +2*  ^  '^  po^ir  équation  de  la 
sphère ,  l'élimination  de  z  donnera  : 


{£-S+ {£)'="■        * 


Telle  est  l'équation  de  la  projection  de  l'ellipse  sphérique  en 
coordonnées  rectilignes  sur  le  plan  xjr. 

Parmi  les  divers  moyens  pour  déterminer  un  point  sur  la 
surface  sphérique ,  un  des  plus  simples  est  de  prendre  deux 
grands  cercles  perpendiculaires  entre  eux ,  mX  et  mY;  du 
point  M  de  la  surface  on  mène  sur  ces  cercles  les  arcs  perpen- 
diculaires MP,  MQ  qui  rencontrent  mXen  P;  soitmP=:rV, 
et  MQ  j  qui  rencontre  mY  en  Q  ;  soit  mQzsrjr^.  D'ailleurs  on 

voit  de  suite  qu'on  a  tang  j:.  =  ~ ,  tang j-,  =  ^ ,  d'où ,  au 

z  z 


a.oycnde(j)+(0+l  =  (0 
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a       î y_  *Myj^. 

r  ~  \/tang'x.+taiig>.4-l  '      ^  ~  »/laDg'a:,4-  lang'j'.+t' 

X  tapgj, 

r*~  ï/tang'jT.+  langy+l  * 
l'équation  (2)  derient  donc  : 

Telle  est  l'équation  en  coordonnéeif  sphérique,  indiqaée  à  la 
page  54  de  ce  Yolame. 

(4)  CàM  iuppUmeniaire.  Si  par  le  sommet  d'ofli  cône  de 
second  degré  on  mène  des  perpendicolaires  aax  plans  tan- 
gents, on  a  un  noayeaa  cône  da  seeotid  degré ,  et  si  Téqua- 
iion  da  premier  est  €ot^aa;*-|-cot*à^'— z*=0 ,  celle  da  se- 
cond est  taag*aa:'-|-tang*6y— z'ssO,  d'où  l'on  condoera 
que  le  premier  c6ne  est  sapplémenfaire  da  second. 

Coupons  le  cône  cot*aj:*-{-cot'6j::'^z*=0  par  le  plan 
z=:px-\-qxj  il  Tiendra 

(cot'o— .;>»)j:'^2/?yx^+{COt"6— î  V=:0  ; 

le  plan  sera  tangent  si  l'équation  précédente  ne  représente 
qu'une  droite,  on  si  son  premier  membre  est  un  carré;  il  faut 
pour  cela  avoir  coi^a.coVb—p*coVb'-q*coVa=:0.  La  per- 
pendiculaire au  plan  a  pour  équations  x-^-pz^O^  ^-f-^z=0, 
l'élimination  àepeiq  donne  donc  .- 

z*cofacot*A— 0:^00^^— y  coVa=0 , 
ou  x"tang'a4-^iang'^ — z'=0. 

Le  cône  supplémentaire  détermine  sur  la  sphère  l'ellipse 
supplémentaire;  on  yoit  donc  qu'étant  donnée  l'ellipse 
sphérique  d'équation  (3),  l'ellipse  supplémentaire  a  pour 

*^'^(^)'+(sy='-  '"  "■'^  -  - 

struction  du  cône  supplémentaire,  on  voit  que  l'ellipse  sup 
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plémentaire  eft  le  liea  des  pôles  des  arcs  de  grands  cerdes 
(angents  à  l'ellipse  primitive.  (V.  jinnaUs,  p.  56.) 

(5)  Si  Toofait  toarner  les  axes  coordonoés  autoar  de  l'axe 
des  j^,  de  sorte  qoe  l'axe  des  j:'  Yiennc  s'appliquer  sur  one 
ligne  focale,  en  posant  x=jr'sînc'— z'cosc,  z=a:'oosc-)-2'sinCy 
l'équation  da  cône  cof^wr'+cot'fr^'*— 2'=0  deviendra  : 

yi^nr^^^^g'b  sine    y_/zsing+j:cosCTin*fry 

\   *tanga  '      sinacosb)       \       sinocosfr        /' 

d'où  ce  théorème  :  «  Les  plans  perpendiculaires  aux  lignes 
»  foeales  d'un  cône  le  coupent  suivant  des  ellipses  dont  un 
»  foyer  est  sur  la  ligne  focale.  » 

De  même,  si  Ton  fait  tourner  les  trois  axes  autour  de  Taxe 
des  or  de  manière  que  l'axe  des^  vienne  s'appliquer  sur  une 
ligne  focale  du  cône  supplémentaire,  en  posant  : 

y  =y sine,— z'cosc.    z  =:y cosc.-fz'sinc, 

sin'6 
et  co8'c,=  -r-ï", 

l'équation  du  cône  cot*<zx*-feos'fr^*— -z'=:0  deviendra  : 

^•j-  (^    tangc.y_  (ycoiby 

De  là  ce  théorème  :  «  Un  cône  est  coupé  suivant  des  oerdes 
»  par  les  plans  perpendiculaires  aux  lignes  focales  du  cône 
»  supplémentaire.  Autrement  :  Si  deux  cônes  sont  supplé- 
»  mentaires,  les  sections  circulaires  de  Tun  sont  perpendica- 
»  laires  aux  lignes  focales  de  l'autre. 

Il  est  à  remarquer  que  les  lignes  focales  du  cône  supplé- 
mentaire tang'tfx'-f-tang^fey— z'=0  sont  dans  le  plan  zQy 
et  font  avec  l'axe  des  z  un  angle  c,  donné  par  l'équation 

sitf^ 

cosV,=  -TT-. 

sin  a 
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D'aflleoTâ,  si  Ton  représente  par  I  llodinaiflon  des  sectears 
circulaires  du  cùne  corax'-f  cot'6x*— 2*=0  sur  le  planzOx, 

oiiacos'c.=8iQ*I=:-r-7- =sfn'B,  en  représentant  par  B 

l'angle  opposé  an  côté  b  dans  le  triangle  sphérique  rectangle 
dont  les  côtés  sont  a,  6,  c.  «  Ainsi  l'angle  des  deux  sections 
»  circulaires  symétriques  par  rapport  ao  plan  de  ses  lignes  fo- 
»  cales ,  est  égal  à  l'angle  formé  par  les  plans  qai  passent  par 
»  une  ligne  focale  et  les  génératrices  opposées  de  la  section 
»  principale  minimam.  »  De  là  cette  constraction  :  Divisez 
en  deax  parties  égales  l'angle  d'une  ligne  focale  et  d'une 
droite  AA',  les  points  A,  A',  étant  sur  les  lignes  focales  et  à 
égales  distances  du  sommet  «  ou  sur  une  parallèle  à  Taxe  des  jc. 
Le  plan  mené  par  la  bissectrice  perpendiculairement  à  celui 
des  lignes  focales  ira  couper  en  B  et  B'  les  deux  génératrices 
qui  forment  la  section  principale  minimum  et  les  plans  AA'B, 
A  A'B'  seront  deux  sections  circulaires  syméttiques  par  rap- 
port au  plan  des  lignes  focales. 

C'est  dans  les  ménwires  de  M.  Gbasles,  et  notanunent  dans 
le  mémoire  de  géométrie  pure  sur  les  propriétés  des  cônes  du 
second  degré,  que  Ton  trouvera  de  nombreuses  conséquences 
des  propositions  précédentes. 

Problême.  Discuter  la  courbe,  intersection  d'une  sphère  et 
d'une  dlipsôlde  de  révolution  autour  de  la  ligne  de  ses  foyers 
supposés  sur  la  sphère.  C'est  une  sorte  d'ellipse  sphérique 
décrite  par  un  fil  attaché  en  deux  points  de  la  surface ,  mais 
intérieurs  à  la  sphère.  Quand  le  fil  est  extérieur,  on  a  l'ellipse 
sphérique  dont  il  a  été  question  plus  haut. 
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EXERCICES 
sur  la  équoHotu  irrationnelles  rendues  rationnellts, 

d'après  M.  FORSTBMAMN,  i  DanUig.  (Crelle,  XIV,  2SS,  il3S.) 


1.  kOt  +  V/B  =  0;   A--B  =  0. 

2.  |/Â+KB+k^=:0;  A»+B'+C— 2(AJB+AC+BC)=(>. 

3.  i/x+x.  +  V/j:+x.+  \^x-\-x,=  0, 
3x'  —  2SX..X  +  Sa:,*  —  2ïx,x,  =  0  ; 

X  destitue  des  fonctions  symétriques. 

4.  V/À+r/^+|/c+\/D=0; 

SA* — 42A»B + 62A'B'+  42  A'BC—  40ABCD = 0. 


5.  V x-^x.-^-I/jT-Çx,-^  yx-^x,-\-l^x-{-x^=Oi 
Blr— N=0  ;  M  =  SIX,'  — Zj:,j:,'+2îx.x^,  ; 
Ji=:Jx*—klx,^x,+6ïx;x'-\-*Zx'x,Xt—MxtX^x^,; 

x.=  i;  x,=  2;  x,  =  3;  j:<=5;  *=^  =  — î^ôi 
jc.asl;  j:,=2;  x,=  ii  x«=4i  x  =  «o. 

6.  Qnestion  :  A  qœl  degré  monte  réqoation  rendue  n- 

tionndle  suivante? 

7.  |^'Â+K'B+  ^e=0;  2A'+32A'B-.21ABC  =  0. 

8.  ^x+  »Vx^  —  ^ar -1-3=0 }  «=8; 
X  =  —  ^(31  ±  k  — 153»). 

9.  ^i4:ï;-|-|î^i4:^.+^ï+^=0;  Ma:-|-N  =  0. 
M  s  9[£x.' — Sx.x,]  j  N  =  £(j:.)î—  27x.x.x,. 
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rA4—  4S  A^B  +  6SA.'B*  —  ia42A*BG  =  0. 
Mj:4+Nj:5+Pj:*-|-Qj:+R=0;  M=375;  N=5002Lr.  ; 

j:,=80j  Jr.=15;  ^3=0; 

3^*+380x5+12842x'+129580x— 142805=0;  x=i  ; 
a:  =  —  80,000524;  j:  =  — 23,8307  ±5, 19631 V^^. 
12         ^^         _|?^Â'-^?^XB  +  I^B' 
1^A+^  A+B 


QUESTIONS. 


180.  Étant  donnée  la  base  d'un  triangle  carvîligne  formé 
par  trois  arcs  de  paraboles  ajant  le  même  foyer^  le  lieu  dû 

V  sommet,  lorsqae  Tangle  fait  par  les  deux  côtés  est  constant , 
sera  an  ovale  de  Descartes.  (Strebor.) 

181.  Démontrer  la  formule  sai  van  te  : 
I  1 

f  log(l— sitfiïsîn'ç)  ,      ,     ,      ^xf  ^ 

•'oK  1 — siu'asin?  Jq     vi — sin'asin'f' 

(W«  Roberts.) 

182.  Soit  E  la  longaear  do  qaadrant  d'ane  ellipse  dont  on 
désigne  rexcentricité  par  e  -,  le  demi-grand  axe  étant  égal 
à  l'unité^  il  faut  proaver  que 

Eede  itx 

(I  —  e')|/«'  — e""^  2VT^  ' 

(W.  Roberts.) 


L 
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183.  /«  travaiileDrs ,  donl  la  force  indiyidaelle  est  re|Nré- 
sentée  par/^,  exécutent  m^  mètres  d'ouvragées  en  i^  jours 
dans  un  terrain  dont  la  dureté  est  représentée  par  ^.{  rin- 
dice  n  prend  les  n  valeurs  1 ,  â,  3...  n;  combien  de  jours 
mettront  tous  ces  travailleurs ,  au  nomlire  de  /,+^+--^ii» 
travaillant  ensemble ,  à  eiécnter  M  mètres  d'ouvrages  dans 
un  terrain  de  dureté  D  ? 


DE  L'ÉUMINATION  DE  LA  VARIABLE 

entre  deux  éqwUxm$  algébriques. 

Ptr  G.  G.  J.  JAGOBl,  protossear  à  KvQigsberg.  (Grelle,  XV,  loi,  18S5,  laUn.) 


Entre  les  diverses  méthodes  d'élimination  qui  ont  été  pro- 
posées ,  il  en  est  une  que  je  me  rappelle  avoir  lue  jadis  dans 
les  ouvrages  élânentaires  composés  par  le  célèbre  Bezout ,  et 
qui  se  distingue  aYantageusement  des  autres  à  divers  titres. 
Mon  but  est  d'exposer  brièvement  cette  méthode  et  d'y 
ajouter  diverses  observations  C) . 

Nous  pouvons  supposer  que  les  deux  équations  sont  de 
même  ordre;  car  si  l'une  des  équations  est  d'un  ordre  in- 
férieur à  l'autre ,  il  suffira  d'égaler  à  0  les  coeflfeients  dos 
puissances  manquantes.  Soient  donc  ces  équations  -. 

f{x)  =  a,x''+a^x'^+a^x'^\..  +  a,  =  0. 


(*)  Lev  aaieare  du  programme  d'âdmissîMi  à  rÉoole  polytecfaniqve  ii*«n(  pas 
«a  la  main  bearease  en  choisisMiil  parmi  les  mélbodes  d'eliminaiioD  celle  du 
p.  g.  c.  d  ;  la  plds  maoTalae ,  et  lellemeDt  longoe ,  qu'on  a  été  obligé  de  frot- 
trire  la  partie  eaaenlielle,  la  discussion  des  facteurs  étrangers.  Ce  programme 
aurait  besoin  d'être  totalement  remanié,  car  il  domine  et  entrave l'enseigneneat. 
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Kelrancbant  la  seconde  équation  maUipliée  par  a^  de  la  pre- 
mière multipliée  par  b^y  il  vient  nne  éqaalion  de  Tordre  n — 1  ; 
retranchant  la  seconde  équation  multipliée  par  a^x  -f  a^_,  de 
la  première  multipliée  par  h^x  +  fr«_,,  on  obtient  encore  une 
seconde  équation  d'ordre  it—  1  ;  la  seconde  équation  étant 
multipliée  par  a^x*  -f-  a^^  +  ^»-*  ©^  '«  première  par 
h^j^  -|-  b^^_^  -f  b^^ ,  on  a  encore  après  la  soustraction  une 
équation  d'cnrdre  n— 1.  Eq  continuant  ainsi,  on  tire  des 
deux  équations  n  autres  équations  d'<M-dre  n  ~  1 ,  dont  la 
dernière  s'obtient  en  multipliant  la  seconde  équation  par 

et  la  première  par 

V'^'  +  ô^Ji^-.  +  ft.. 

et  disant  la  soustraction.  Euler  a  employé,  dans  son  Inirtn 
âuctio,  la  première  et  la  dernière  de  ces  équations ,  et  a  pu 
déduire  des  deux  équations  données  deux  autres  d'un  ordre 
immédiatement  inférieur  ;  et  par  la  même  méthode ,  ayant 
déduit  de  ces  deux-là  deux  autres  d'un  ordre  inférieur,  et 
continuant  de  même ,  il  enseigne  le  moyen  de  parvenir  à 
deux  équations  linéaires,  d'où  Ton  peut  tirer  la  valeur  de  la 
racine  commune  et  aussi  l'équation  de  condition ,  qui  ne  ren- 
ferme plus  la  variable.  Mais  dès  qu'on  peut  obtenir  par  te 
moyen  indiqué  n  équations  entre  les  n — 1  quantités  linéai- 
res, a:,  j:*,  a:*,  ...o:*^,  on  peut  les  éliminer;  on  parvient 
ainsi  de  suite  à  l'équation  finale.  Telle  est  la  méthode  de 
Bozout,  et  comme  il  parait  la  plus  expéditive  de  toutes,  et 
par  laquelle  nous  verrons  que  le  problème  de  Téliminalion 
de  la  variable  entre  deux  équations  du  n^*^  degré  est  ra- 
menée à  l'élimination  de  n — 1  variables,  de  n  équation» 
linéaires ,  élimination  qu'on  eOectue  par  la  formule  générale 
connice.  Suivons  cette  méthode  de  plus  près. 
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II. 

Posons  : 


cl  soit  encore ,  le  terme  constant  étant  multiplié  par  j?' 


'»„-i=«o,i»— iJ^*+ai,»— iJ?'+«2,ii— i-a^'+.-aii— I,»— iJ?** 

L'équation  finale  cherchée  sera  le  résultat  de  Félimination 
des  n — 1  quantités  x\  x',  jc^,  ...x*^'  entre  les  n  équations 
des  n  —  !<««  ordre. 

m^=0;  m,=0;  iw^îasO;  ...m^^=0. 

Examinons  de  plus  prés  ces  n  équations. 
D'abord  les  êérie$  horixoniales  des  cœfficietUê  torU  les  mêmes 
que  les  séries  vertic<ties ,  on  bien  on  a  : 

«r^=c^.i^  (3) 

Eneflèt^ronat 

Remplaçant  r(x)  et/(x)  par  leurs  valeurs,  on  obtient  : 

Si  r-f-  *  + 1  >  /i  ^  alors  la  partie  positive  s'arrête  au  terme 
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f^n^r^t^n  et  la  partie  négative  à  b^ar^u^n ,  on  a  de  même 

ot9;t=  Orfiéâ  +  ^+a*'-!  +  •••  +  ^*#+r+i^. 
—  [6r+i<2,+6r+iKl#-i  +  ...  +  ftr+«+«^o]  • 

Si  s'^r^  00  a  : 

or,  le  second  piembre  s'annale  de  lai-méme,  donc 

««,r  =«r,#.  c.  q.  f.  d. 

Il  suit  des  formules  (1)  et  (2),  et  de  Téquation  (3) 

dans  la  somme  s ,  on  donne  à  r  et  5  toutes  les  valeurs  0,  1, 
2,  3, ...  ;i  —  1.  On  peut  aussi  mettre  cette  formule  sous 
cette  forme  : 

III. 

j:*,  j:',  x%  ...  X*"'  étant  considérées  comme  «  incon^ 
nues,  posons  qu'on  ait  obtenu  par  la  résolution  des  équa- 
tions (2)  : 

t*r*= A  0,0'»^+  Ao,i  w,-l-Ao,2'».+ . . .  A  o,  n- 1  mn-t 

^=Ai,o/w^+Ai,|i»,+Ai,2i»,+...Ai,fi-i/w«-i 

Lj:*=  Aa,o'w^+A2,i/ii,+A2,2W.+. . .  Aa,  n— i^i».-!  >  (6) 

Lx"^'=Aii-i,o'/«VA||-j^im,+An— 2,ttW»,+  ..  An-j,»— im»_i  | 

ÀHII.  DE  MATBilM.    VU.  11 
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où  Z  désigne  comme  à  rordinaire  le  déterminant  C)  formé 
diaprés  la  règle  connue.   On  sait  que  la   propriété  des 
coefficients  des  équations  (2)  appartient  aussi  aux  coeffidents 
de  leurs  équations  inverses  (6),  et  que  Ton  a 

Ar,.  =  A,,r.  (7) 

L'équation  flnale ,  résultat  de  Télimination  de  x\  x\  j:%  ... 
jt^'  des  n  équations  w^=0  ;  /».=0  ;  /w.=0.  ...  w^_^=0,  esl 

L  =  2  ±  s(o,o>i,i  •  '.  «n-i,  1^-1  =  0  (**).  (8) 

Tirons- en  diverses  expressions  de  la  racine  commune  x 
et  de  ses  puissances  ;  or,  en  omettant  une  des  n  équations 
m.==0,  m,=:0,  ...  m^=0,  on  déduit  des  «  —  i  équations 
'restantes y  des  rapports  entre  les  inconnues;  et  selon  qoe 
réqnation  donnée  est  la  première ,  la  seconde  ou  la  n*»»,  on 
aura  n  modes  différents  de  déterminer  ces  rapports. 

Si  on  n'admet  pas  l'équation  mr  =  0 ,  alors  on  déduit 
de  (6): 

x':x':  x\..  :  x"-'  =Ao,r  :  Ai,r  :  A2,r...  :  ^n^ur-        (9) 

d'où  x*"'  :  x*'= Ar',r..-  :  A,',r.  On  trouve  de  la  même  manière, 
en  ne  faisant  point  usage  de  Téqualion  mr^=0  : 

x"^  :x'  =  Ary  :  A,,^  ; 

et  comme  Ar,r'  =  Ar'^r,  on  a  : 

x'^x*  :  x^'x""  ::  A,,,-  :  A^,r  =  A^,,  :  A,',r.       («o) 

Donc  m  et  m'  désignant  deux  quelconques  des  nombres  0^ 
I,  2,  3, ...  /i — 1  ,  le  produit  x*^x^  est  proportionnel  à 
Am,m'  ;  il  s'ensuit  que  lorsque  r-f  5=  /^-|- s',  on  a  : 

Ar,*^Ar'/. 


(*)  FoDcUon  cramèrIenDe.  Tn. 

(**;  DoDC  l'équation  flnale  est  une  ronotiOD  cramérienne.  Tm. 
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IV. 

L'équatioD  finale  L=0  n'est  pas  affectée  d'an  facteur 
soperflu  :  car,  comme  les  quantités  ar,$  sont  linéaires  rela-^ 
tivement  à  or  et  à  ^r ,  il  est  clair  que  l'expression  L  monte 
è  la  dimension  n  relativement  à  chacune  de  ces  deux  con- 
stantes, et  on  peut  établir  à  priori  qu'une  équation  finale 
ainsi  composée  est  délNirrassée  de  tout  facteur  étranger. 

En  effet ,  Euler  a  jadis  fait  observer  (anc.  Méro.  de  TAcad. 
de  Berlin,  lY,  1748)  qu'on  obtient  l'équation  finale  vraie  ei 
pure,  résultant  de  l'étimination  de  x  entre  les  deux  équa- 
lions/( jt)  =  0,  <p(j:)  =  0,  si  Ton  substitue  toutes  les  racines 
de  la  seconde  équation  ^[x)  =  0  daus  ^ (x),  et  qu'on  égale 
è  0  le  produit  de  toutes  ces  valeurs.  Il  est  évident  que  les 
constantes  de  fx  montent  dans  ce  produit  à  une  dimension 
marquée  par  le  nombre  des  racines  ou  par  le  degré  de 
l'équation  ff[x)  =  0  ;  ainsi ,  comme  ce  qu'on  dit  d'une  fonction 
doit  se  dire  de  l'autre,  l'expression  L  renfermera  aussi  les 
constantes  de  (p(x)  à  une  dimension  désignée  par  le  degré  de 
/(j:)=0  ;  donc,  dans  le  cas  actuel ,  où  les  deux  fonctionsy*(x), 
f{x)  sont  chacune  de  degré  n ,  l'expression  L  relativement 
anx  constantes  de  l'une  et  de  Tautre  fonction ,  monte  au 
degré  n  par  la  nature  de  la  question ,  et  ne  peut  descendre  è 
un  degré  moindre. 

Toutes  les  fois  donc  que  dans  la  suite  de  ces  calculs  nous 
tomberons  sur  une  équation  M=:0,  M  désignant  une  fonc- 
tion rationnelle  entière  des  constantes  âr,  ^r,  telle  que  rela- 
tivement à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces  constantes  le  degré  est 
moindre  que  n,  nous  en  conclurons  que  cette  équation  ne 
saurait  être  l'équation  finale,  ni  divisible  par  l'équation  finale^ 
mais  que  M  est  identiquement  nul. 
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V. 

L^.ei pressions  Ar,f  soot  de  la  dimension  n  —  1  par  rap* 
port  k  om  et  k  bmf  donc  l'équation  trouvée  ci- dessus 
Ar^  =  Ar'y  (lorsque  r-^s  =  r'-f- ^')  est  une  identité ,  ou  biea 
toutes  les  quantités  kr^  oi^  la  somme  des  indice»  est  la  même 
sont  identiques.  Gomme  les  expressions  Ar,s  dépendent  senk- 
ment  de  la  somme  des  indices,  nous  écrirons  par  la  suite 

Ar.,  =  Ar+,.  (H) 

Cette  mutation  admise ,  nous  voyons  que  telle  est  la  nature 
des  coefficients  ar^  qui  affectent  les  équations  linéaires^  des- 
quelles  on  tire  Inéquation  finale  cherchée  par  rélimination  des 
inconnues ,  que  si  Ton  pose  : 

«0,0^^0  "^  ^o,iJ^,  +  ^o;st^^  -h  ...  -h  a0,||.iXii— 1  =  m^ 

e[V^o  +  «2,1-^.  +  ««,2^.+  •••  +  aa,«-i  Jrii-i  =  1».  / 1*^) 

o^n~i,o4-J:o+*»— iJ'^i+*»— i,«"^«+'  •  •+«•1— I,»- 1*^»— i='''ii— i  J 

les  équations  inverses,  pour  ksqiulles  les  quantités  Xr  soni 
exhibées  en  mr,  prennent  la  forme  • 

Lr^  =  A^m^  +  A.m,  +  A,m,  + . ..  +  A..,/ii^, 
Lj:,  =  A,w^  +  A./»,  +  A^,  +  ..  +  K'^n^n 

Ljc,  =  A,ro^+  A,w,  +  A^m,  +  . . .  +  A^.m^  i  (^  3) 

Si  Ton  substitue  ces  équations  (13)  dans  une  des  équa- 
tions (12), 

il  vient  : 

«r,oAr  +  «r,!  A  r+i  +  «r+a  Af+j  +  ^ .  +  J'r,»— i  Ar+ii— i  =  L  ;     (14) 

et  si  r  et  5  sont  différents ,  on  a  Tidentité 

«r,oA*+  «r,iA,+i  +  eTjîjAifu  -f  ...  -1-  ûrr,n-iA|»-n-i  =  0.       (15) 
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Dans  ces  formoles,  r,  s  peaveni  prendre  les  Talears  0,  i , 
2,3...  a-1, 

VI. 

Il  saie  des  formales  (10)  el  (1 1)  : 

où  r,  W,  5  y  /  sont  des  nombres  quelconques  de  la  suite  0 ,  1 , 
2,*...  n — 1  ;  ainsi  toutes  les  fois  qu'une  valeur  de  x  satisfait 
aui  deux  équations /(x)  =  0,  ^(a:)=0,  et  qu'on  a  par  con- 
séquent L  =  0,  les  puissances  x^  de  x  sont  proportionnelles 
aux  quantités  Am,  m  désignant  un  quelconque  des  nombres 
0,1,2,  ...  n — t ,  ou  bien  qu'on  a  : 

i:x:  X*:  x\..  :  a:'*-= A^  :  A,  :  A. :  A,...  :  A^_..    (I6) 

De  là  on  peut  déduire  diverses  relations  entre  les  quantités 
A,,  A.,...  A„^  lorsqu'en  même  temps  il  existe  entre  les 
constantes  or,  Or  Téquatiou  conditionnelle  L  =  0;  ainsi 
de  (16)  on  déduit: 

^m^m^=^  Am^m' i     A,*-Am=Ar,  (H) 

OU  bien  les  expressions  A«Af«— i— Am+w' ,  A^**"'Am— A  *  sont 
divisible*  par  L. 
Si  Ton  multiplie  les  équations  proposées 

0  =/(x)  =  a,x^  +  fl^x*-  +.  ..a, 
0  =  ^(x)  =  b,x^  +  b^x^^  +-..*• 

successivement  par  XyX^x*...  x"^*^  et  qu'on  remplace  dans 
les  produits  les  puissances  x*"  de  x  par  les  quantités  propor- 
tionnelles Am ,  il  vient  : 

0  =  «oA.+  ^.A.H-  /ï,A.+  ..•  +  ^nK  1 

0  =  rt^A,+fl. A.+  fl.A3+ ...  +  a.A^J  J  (18) 

I 

Equations  analogues  en  b.  (19) 
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Mais  les  expressions  à  droite  dans  (18)  montent  seulement  au 
degré  n — 1  relativement  aax  constantes  ^m,  et  dans  les 
équations  (19)  seulement  au  degré  /i  — 1  relativement  aux 
constantes  a^\  donc,  diaprés  les  observations  du  $  IV,  te 
équations  (18)  et  (19)  sont  identiques. 

Nous  avons  vu  qu*on  peut  former,  avec  les  constantes  qui 
affectent  les  équations  proposées  du  n^^  degré ,  2a  —  1  ei^ 
pressions  (A^,  A. ....  A^^) ,  expressions  entières  où  les  ibo- 
stanles  de  Tune  et  Vautre  équation  montent  au  degré  it— 1, 
et  qui  sont ,  toutes  les  fois  que  les  équations  ont  une  radne 
commune,  proportionnelles  aux  puissances  0, 1,  d ....  2#t — 2 
de  la  racine  commune  ;  et  il  résulte  facilement  ce  qui  pré- 
cède ,  qu'tï  n'existe  pas  une  telle  expression  qui  soit  propor-- 
tionnelle  à  la  puissance  2n —  l  de  la  racine  commune. 

Car,  soit  A.^,  une  expression  telle  que  l'on  ait  : 

^  m   y^  •    ^«  .  ~,**— »  •  ^•»»— »  —  A«A»A  «A  «A 

a*        ,.&••«.       ......4.  ,*C  —  A.O  .    ■*»!    •    **»  •••«    •  A,u__j  •   -Tll^g^     ,y 

multipliant  les  deux  équations  proposées  par  j?"*"'  et  rempla- 
çant les  puissances  de  x  par  les  quantités  proportionnelles  en 
Am5  il  vient  : 

^.A^+£i.A,  +  a^^+,+  ....-|-a,A.^  =  0, 

M^.  +  M.  +  ^.A^.+ ....  +  M^.  =  0. 
Ces  deux  équations  montant  au  même  degré  n  —  1  par 
rapport  aux  constantes  sont  identiques.  La  première  de  ces 
équations  réunie  aux  équations  (18)  donne  un  sptème  qui 
fournit  les  rapports  entre  <2o ,  a,  ,  a, , ....  a^  ;  la  deuxième  de 
ces  équations,  jointe  aux  équations  (19) ,  donne  un  système 
d*où  Ton  déduit  les  rapports  entre  6o ,  6, ,  • .-  •  A,  ;  comme  ces 
rapports  proviennent  de  la  même  manière  de  deux  systèmes 
identiques^  on  aura  donc  : 

ce  qui  est  absurde. 
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VII. 

Soient  M  et  N  deux  fonctions  de  x  rationnelles ,  entières 
et  de  degré  n  —  1  ;  on  peut  toujours  déterminer  les  2/i  coef- 
ficients de  ces  fonctions  de  manière  que  l'expression 

M/(x)  +  Ny(x)  =  P 

devienne  égale  à  une  expression  donnée  en  x ,  rationnelle  et 
entière  et  de  degré  â/i  —  1 .  Cette  détermination  des  coelB  - 
cients  de  M  et  N  exige  la  résolution  de  2n  équations  linéaires 
entre  deux  inconnues.  Appelons  L  le  dénominateur  commun 
aux  valeurs  algébriques  de  ces  coeflBcients,  obtenus  par  la 
résolution  des  équations  ;  et  posons  : 

dont  les  coefficients  de  M  et  N  sont  des  fonctions  entières  des 
constantes  qui  afTectcnt/(j:),  (p(x)  et  Q. 

Toutes  les  fois  qu'on  aura  8imultanément/(j:)s=0y  ^ (a:)=:0, 
on  aura  aussi  L  =  0  ;  car  il  est  permis  de  faire  Q  =  1 .  Cette 
équation  y  ne  renfermant  pas  de  x ,  n'est  autre  que  l'équation 
finale  cherchée  et  la  même  que  nous  avons  troa?ée  ci-dessus. 
£uler  est  le  premier  qui  ait  indiqué  cette  méthode  d'éliinina- 
tion  (Acad.  de  Berlin,  XX,  an.  1764)  (*).  Montrons  comment. 
Q  étant  1,  ou  égal  à  x, x^,  x^  ....x**"",  ou  à  une  fonction 
quelconque  entière  et  d'ordre  â/t-^l ,  les  fonctions  multiplica^ 
trices  M  et  N  peuvent  généralement  être  déterminées  en 

Substituant  dans  (13)  x^  au  lien  de  Xt^  où  r  est  un  des 
nombres 0,  1,  2....»  — 1,  il  vient  : 

Lr' =  Ar^o  +  Ar+i  m, -{- Aa+r  w,  + . . . . -f- An-i+r /Wi»-! . 


n  Beioiit  a  étenda  celte  méUiode  à  un  nombre  quelconque  d'équations.  C'est 
le  but  de  son  célèbre  traité  des  équations.  Ton. 
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Dans  cette  valear,  si  nous  remplaçons  m„  m,,  m m^ 

par  lears  yalears  tirées  de  (2),  $  II ,  et  ayant  posé  : 

+  Art-.[^x^  +  6;_x-^  + .... +  6J 
+  ArH[6,x-+ é,^"-*  + ....  +6J 


il  vient 


+  Ar+,^,6,;  (20) 

Nr  =  Ar    Kx"-  +  «^X— +....  +  «.] 

Le  nombre  r  peut  prendre  senlemenl  les  yaleors 
0, 1,  â ....  n—  1  ;  mais  noos  allons  faire  voir  comment  les 
fondions  muUiplicatrices  se  déduisent  de  nos  formules  pour 
les  valeurs  n,  «  -j- 1 , ....  2»  —  1  de  r. 

VIII. 

Supposons  que  dans  toutes  les  formules  de  ci-dessus,  on 

remplace  a:  par  —  et  ar  9  br  par  on^ ,  bm^  -,  alors  les  fonc- 
er 

lions /(x)  eiff[x)  deyiennent  jry(x);  x'\{x).  Par  le  même 
changement  dans  les  formules  (1)  du  paragraphe  2 ,  on  a  : 

+  [b.  +  b,x  +  b,x^+....  +  bn^,tX^^']-^^''^ 


«4» 


JCn-i 
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Les  formoles  (2)  du  $  II  donoent  : 

—  wi||.t-r  i  1 

îz; —  =  ««-i.n-i-r-r  «11-2,  •-i-r-"-r*«-Ji»-i-r  "";+•••• 

Ainsi,  aa  moyen  de  ce  changement,  a«,r  se  change  en 
—  aii.i.f,fi.i-r.  Je  fais  observer  que ,  étant  posées  générale- 
ment les  équations  linéaires  quelconques  (2) ,  si  on  remplace 
fff,r  par  (Xi»-i-«,  ii.i.r  >  alors  dans  les  questions  inverses  (6)  L 
restera  invariable,  Âr,«  se  changera  en  A».i.r,«.t.f  *,  si  en 
même  temps  les  coefficients  tit^r  changent  de  signe,  alors  L 
et  Ar,«  se  changent  en  (•^1)''L,  (— l)'*~'Ar,f  ;  de  là,  dans  le 
cas  actuel  »  pour  le  changement  indiqué ,  L  et  Ar  deviennent 

(— i)*L  et  ( — i)**~'A»i-2-r.  Ainsi ,  ayant  remplacé  a:  par  -, 

et  Ot^  br  par  ai»-r,  fr»-r,  alors /(x),  ç(j?),  wir,  ar^,  L,  Ar 

se  changent  ea-^\  ?^^  '^^^^^^  an-t-r.  n-i-ZtC— IfL, 

XX  X 

( — i  )*^A2ii^2— r . 

Faisant  ces  changements  dans  (20)  et  (21) ,  et  après  avoir 
multiplié  par  (— l)*a:"*"',  il  vient  : 

Mîhi-i-r/W  +  Nîhi.i-r  f  (X)  =  LrjHHi-r,  (22) 

où 

M2i»-i-r  =  Aaw-a-r  [60+ M  H"  ^.J^*+ .—  ViJ^*"'] 
+  Aa^-s-r  [*o+  b,x  +  ft.j:'+ ....  A».>c-"] 


+  Ai^,.ra:*^'*oi  (23) 

+  A2».3^  [ao+  ^.  J^  +  «.**+  •  •  •  •  ^•-,  J^*~'] 


Afi-i-r  .r'*~*ao 
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Dans  ces  fonnales  r  peat  prendre  derechef  les  valeurs 
0, 1 ,  2, ....»  —  1 .  Donc  2n — 1  —  r  peut  prendre  les  valeurs 
n,  /f-|- 1,  /i-f-  2  .•••  2/1  —  1 .  Ainsi  toutes  les  fonctions  multi- 
plicatrices  sont  déterminées.  De  là  on  peut  déduire  fecile- 
ment  les  expressions  des  mêmes  fonctions  lorsque 

Q  z= /,  + /.  a:  4- /.j:'+ .  ..Z,.,^'"-' ; 
car  on  aura  : 

M  =b /.Mo  + /. M.  +  .... /^.M^ , 
N=/«N.+/.N.  +  ..../_N^, 

IX. 

Si  r<;  /i ,  nous  déduisons  des  équations  (âO)  les  fonctions 
multiplicatrices  par  les  formules 


l'Ar   ,    Ar+i    ,    Ar+2   ,  ,    Ar+«-i"l    . 

«j         ["Ar   ,  Ar+1        Ar+2  Ah^.i1 


(W) 


avec  la  condition  de  rejeter  les  puissances  négatives  de  x. 

Si  r^n^  nous  tirons  de  (23),  en  mettant  ran  lieu  de 
2/1 -«1—r, 

Mr  =  [  Ar-i+A  r-î  ^+Ar-3  X*+. .,  .4-Ar-i*  X*"']  y  (  J:) 
—  Nr  =  [Ar-t+Ar.2a-+Ar.,a:'+..-.+Ar-X*-l/'(j^)    ^     ^ 

en  rejetant  les  puissances  de  x  supérieures  an  —  1 . 
Au  cas  où  les  fonctionsy(x)  et  f  (x)  ont  le  facteur  linéaire 

X  —  ç  en  commun ,  nous  avons  vu  que  Ton  a  Sr  »  -r*  >  ^'^^ 

A, 

l'on  conclut  facilement  que  dans  ce  cas  on  a  : 

x  —  ^  x  — ç 
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Ealer  a  indiqué ,  dans  le  mémoire  ci-desaas  cité,  la  nature 

de  ces  fonctions  multiplicatrices.  —  Aor-T^.  et  — ^«"TT 

sont  les  Yaleurs  que  prennent  Mr  et  TSr  lorsqu'on  suppose 
jc  ^t  {La  suite  prochainement.  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  177, 

(Fin.)(  V.  p.126.) 


PAR  M.  XaOAZiZiAIB, 

Élève  da  Collège  militaire  de  La  Flèche. 


Quatrième  cas  (flg.  23). 

L'équation  du  lieu  devient^'  = — a:'+ \/4R"j:*+/n* ,  le 
signe —  du  radical  devant  évidemment  être  écarté  ;  l'origine 
est  alors  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 

Pour  que  j^  soit  réel ,  il  faut  que  4R'a:'  -f  m*  soit  >  x^ , 
ou  qu'on  ait  jc*— 4R*j:'— m*<0,  c'est-à-dire  que  x^  soit 
compris  entre  les' racines  de  l'équation  x*  —  4R'.r*— m^=:Oy 
qui  sont  a:;=2R»  +  |/4R<+m*,  a:,;=2R*-»^4R^-l-m^. 
La  Umile  x,^  étont  négative,  doit  être  rejetée  et  remplacée 
par  0,  c'est-à-dire  que  x  doit  être  compris  entre 

+  K2R'+»/4R*+m4  et  —  ^^2R«+V/4R*+'»S 
valeurs  plus  grandes  que  2R  en  valeur  absolue.  Prenant 
donc  A,  et  A^,  pour  ceux  qui  correspondent  à  ces  valeurs, 
la  courbe  est  comprise  entre  les  parallèles  à  l'axe  des  jr 
menés  par  ces  points. 

Pour  x  =  0,  ona^=±»»;  on  devait  s'y  attendre.  En 
effet,  pour  ce  point,  les  deux  tangentes  sont  égales,  et  par 
conséquent  chacune  d'elles  est  égale  à  wj  or  les  triangles 
omR ,  oCm  sont  égaux ,  donc  Cni=m. 
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Passons  maintenant  à  la  discassîon  de  la  langente  ponr 
délerminer,  comme  dans  les  cas  précédents,  la  forme  pré- 
cise de  la  courbe.  L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Pour  r=0,  tanga=9o,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  point  où 
il  en  soit  ainsi. 

Pour  que  tanga=0,  il  faut  ia^+\jr*xSR*x=Q*ce 
qui  donne  encore,  comme  dans  les  autres  cas,  x  =  0;  puis 
il  roslç  j:*+^'=2R',  et,  en  combinant  cette  équation  avec 
l'équation  (5),  on  trouve  à  accoupler  pour  les  points  où  la 
tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  x  : 

.     4R*-w<        ,     4R*+'»< 


r= 


4R'      '  -"  4R" 

11  y  a  donc  à  examiner  trois  cas  :  4R^>>m^,  4R*=:m^ , 
4R*<w^. 

1*  j:'  est  positif,  et  par  conséquent  x  a  des  valeurs 
réelles  bien  déterminées;  et  si  l'on  compare  y  à  //t%  on  voit 
que  4R*  étant  >  /»<,  et  par  conséquent  2R'  >  m\  on  pourra 

poser  2R'  =/»'  +  ^' ,  d'où^'==H^Î^±|J^\  tandisqoe 

m  =  -ji^  =  -__-,  et  qu'amsi^'  est  >m.  On  voit 

donc  qu'ayant  pris  {fig.  21)  CB'=CB"=//i,  il  y  aura  quatre 

points  m\  m",  m'",  w"",  symétriquement  placés  par  rapport  à 

l'origine,  tels  que  leurs  ordonnées  soient  plus  grandes  queCBf 

et  CE",  et  qu'en  ces  points  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe 

des  07;  rapprochant  ce  résultat  de  ceux  que  nous  avons  déjà 

obtenus,  nous  trouvons  à  la  courbe  la  forme  représentée 

dans  la  figure  21. 

2w* 
2*  j:'  =  0,  y  ^—^=fn'',  cela  n'indique  réellement  pas 
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de  nouveaux  points ,  puisque  ce  résultat  nous  ramène  aux 
points  B'  et  B".  La  courbe  est  celle  de  la  figure  22. 

T  j:*<CO,  xest  imaginaire;  il  n'y  a  pas  d'autres  points 
que  B'  et  B".  C'est  encore  la  courbe  de  la  figure  22.  * 

Cinquième  cas  (fig.  24).         # 

rf>2R.  Alors  R*  — -rf'  est  <0;  nous  poserons  celte 

4 

quantité  égale  à  —h^^h  n'ayant  plus  ici  une  interprétation 
remarquable  comme  dans  le  troisième  cas,  mais  étant  facile 
à  construire. 


L'équation  devient  donc  ^  =  — A"— -x' 4*'^'''-^'+'^% 
le  signe  —  devant  être  évidemment  écarté. 

Pourque^  soitrécl,  il  faut  que  j:*+A'  soit  <|/<i'x'+/»<, 
ou  x*+(2A*— ^TjjT^+A* — //»*<0,  ce  qui  donne  pour  x* 

les  limites      x;=~A»+\/  ^-.^'A*+wS 

Il  y  a  donc  encore  ici  à  examiner  successivement  m*<^h\ 

i**  m'<V,  même  courbe  qu'au  troisième  cas,  pour  la 
même  hypothèse. 

^m^  —  h*\  ici  les  deux  ovales  viennent  réellement  se 
réunir  en  passant  par  le  centre ,  car  le  lieu  actuel  coïncide 
avec  celui  des  projections  du  centre  d^une  hyperbole  sur  des 
tangentes^  et  c^tte  génération ,  par  suite  de  la  propriété  qu'ont 
les  asymptotes  de  l'hyperbole  d'être  les  limites  des  tangentes, 
nous  indique  déjà  la  forme  de  la  courbe,  semblable  à  une 
lemniscate  ou  à  l'ovale  de  Gassini  pour  le  cas  de  d>m.  Ce 
que  le  calcul  nous  donnera  ne  va  donc  être  en  quoique  sorte 
qu'une  vérification.  D'abord  il  est  facile  de  vérifier  la  gêné- 
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ration  que  doqs  venons  d'ÎDdiqoer;  en  effet,  le  ctiangetnent 
de  B'  en  —  B*  et  de  à'  en  —  h*  dans  les  caleuls  faits  au  troi* 
sième  cas ,  nous  donne  ici  ponr  les  deax  éqaations  corres* 
pondantes  : 

et  Ton  voit  qu*il  est  facile  de  passer  des  deax  cercles  à  l*hy- 
perbole,  et  réciproquement.  Cherchons  maintenant  la  forme 
de  la  courbe,  x^*  devient  nul  ;  il  n'y  a  que  deux  points  de 
rencontre  Q'  et  Q"  avec  Taxe  des  x.  Pour  ^  =  0,  on  ne  peut 
trouver  d'autre  valeur  que  j:==:0.  En  discutant  la  tangente, 
on  voit  qu'elle  coïncide  en  G  avec  Taxe  des  x  (fig.  â4),  et 
qu'elle  est  parallèle  à  cet  axe  en  quatre  autres  points  m\ 
m",  m!"y  m"".  L'ensemble  de  ces  renseignements  lui  assigne 
la  forme  que  montre  la  6gure. 

d""  m^^K"^  même  courbe  qu'au  troisième  cas,  pour  la 
même  hypothèse. 

Note.  Règle  générale.  Toutes  les  fois  que  les  termes  du 
441M  degré  d'une  ligne  plane  du  quatrième  ordre  forment  un 
carré  parfait ,  la  ligne  est  le  lieu  des  projections  d'un  point 
fixe  pris  dans  le  plan  d'une  conique  sur  les  tangentes  à  cette 
conique.  (Voir  t.  III,  p.  426.)  Tm. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  SPHERIQUE  ANALYTIQUE. 

(V.p.  147.) 

9ABL  M.  BOAOWBT, 

proressear  de  malhémiUques  au  lyoéa  de  Tours  (*). 


§  lY.  Des  coniques  sphériques. 
Réduction  de  l'équation  générale  des  lignes  du  deuxième 
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ordre  à  la  forme  Dnîqoe  — ^^  -1 ^---=:  1.  Conditions 

tang'^       tang*a 

poar  que  l'équation  générale  des  lignes  du  deuxième  ordre  re- 
présente un  cercle.  Qnand  on  cherche  le  lieu  du  sommet  d'an 
triangle  sphérique  dont  la  base  et  la  surface  sont  constantes , 
on  trouve  une  équation  drf  deuxième  degré  ;  donc  le  lieu  est 
nne  conique  sphérique  ;  de  plus,  les  conditions  précédentes 
sont  remplies  ;  donc  cette  conique  est  un  petit  cercle.  C'est  le 
beau  théorème  de  Lexell.  On  trouve  une  ligne  du  deuxième 
ordre  quand  on  cherche  le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou 
la  différence  des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante  ; 
le  lieu  est  donc  une  conique  sphérique  :  c*est  le  théorème  de 
Foss.  On  vérifie  avec  la  même  facilité  le  théorème  de 
Magnas  sur  l'égalité  des  angles  que  forment ,  avec  l'arc  tan- 
gent à  la  coniqae ,  les  deux  arcs  vecteurs  menés  des  deux 
foyers  an  point  de  tangencc ,  et  tant  d'autres  propositions  qui 
sont  dues  soit  à  M.  Steiner,  soit  à  M.  Ghasles. 

J'étends  aux  toniques  sphériques  quelques  belles  pro- 
priétés des  coniques  planes,  savoir  :  la  propriété  des  pôles  et 
ses  polaires  de  La  Hire;  la  propriété  de  l'involution  de 
Desargues;  la  description  d'une  conique  à  la  manière  de 
Maclanrin  et  de  firaikenridge;  l'bexagramme  de  Pascal  et  le 
théorème  correspondant  de  Brianchon.  Je  généralise  ainsi 
ces  deux  dernières  propriétés  : 

A.  Si  une  conique  sphérique  est  traversée  par  un  triangle 
sphérique,  on  obtient,  en  menant  sur  la  surface  de  la  sphère 
les  cordes  des  arcs  interceptés  entre  les  côtés,  un  second 
triangle  sphérique  dont  les  côtés  et  les  sommets  correspon- 
dent aux  côtés  et  aux  sommets  du  premier.  Il  arrive  toujours 
que  r  les  intersections  des  côtés  correspondants  sont  placés 
sar  une  même  circonférence  de  grand  cercle  i  2*"  les  arcs  qui 
unissent  les  sommets  correspondants  concourent  au  même 
point. 
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B.  Si  une  conique  sphériquc  est  traversée  par  un  triangle 
sphérîque,  on  obtient,  en  menant  une  tangente  à  la  coniqoe 
par  les  deux  extrémités  de  chaque  côté,  un  second  triangle 
dont  les  sommets  (intersections  de  ces  tangentes)  correspon- 
dent aux  sommets  du  premier  triangle  et  dont  les  côtés  ont 
aussi  leurs  correspondants  parmi  ceux  du  premier.  Il  arrive 
toujours  que  V  les  arcs  de  grand  cercle  qui  unissent  les  som- 
mets correspondants  concourent  au  môme  point  ;  2^  les  in- 
tersections des  côtés  correspondants  sont  placées  sur  une 
même  circonférence  de  grand  cercle. 

§  V.  Des  lignes  sphériques  m  général. 

Ëtant  donnée  l'équation  d'une  ligne  sphérique  quelcon- 
que ,  soit  algébrique,  soit  transcendante ,  je  forme  l'équation 
de  sa  tangente  en  un  point ,  celle  de  sa  normale ,  l'équation 
générale  de  sa  polaire  ;  je  détermine  l'angle  sous  lequel  se 
coupent  deux  lignes  sphériques  données  par  leurs  équations. 

Je  forme  quelques  lieux  géométriques,  par  exemple,  le 
lieu  du  centre  d'un  cercle  variable  tangent  à  deux  petits 
cercles  fixes  ;  c'est  une  conique  sphérique  :  le  lieu  du  sommet 
d'un  angle  constant  circonscrit  à  une  conique  ;  c'est  une 
ligne  du  quatrième  ordre  qui  se  réduit  à  une  conique  si 
l'angle  est  droit ,  d'où  résulte  que  l'enveloppe  des  cordes 
de  90®  inscrites  à  une  conique  est  elle-même  une  conique ,  la- 
quelle se  réduit  à  un  point  si  la  conique  proposée  a  un  axe 
de  90%  etc.,  etc. 

§  yi.  Emploi  d'un  autre  système  de  coordonnées. 

Dans  cette  dernière  partie,  les  lignes  sphériques  sont  ex- 
primées par  des  équations  entre  la  longitude  cl  la  latitude  de 
leurs  points.  Ces  nouvelles  coordonnées  ont  quelques  avan- 
tages sur  les  coordonnées  employées  plus  haut ,  codnme  de 
représenter  d'une  manière  plus  simple  certaines  lij^nes  dont 
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rasage  est  le  plos  fréquent  y  le  cercle ,  par  exemple ,  et  de 
dooner  des  formates  aussi  plos  simples  pour  la  quadrature , 
la  rectification  et  l'angle  formé  par  deux  courbes  en  se  cou- 
pant; mais>  sous  un  point  essentiel ,  le  nouveau  système  le 
cède  à  l'autre ,  c'est  qu'il  n'offre  pas  de  caractères  pour  la 
classification  des  courbes ,  de  sorte  qu'une  même  ligne  n'est 
plus  reconnaissable  à  son  équation  lorsqu'elle  présente  des 
différences  de  position  par  rapport  aux  axes. 

J'établis  les  formules  qui  permettent  de  passer  de  l'un  à 
l'autre  système;  j'applique  le  nouveau  système  à  la  détermi- 
nation des  espaces  quarrables  de  Yiviani ,  à  la  rectification 
de  la  loxodromie  spbérique,  à  la  formation  de  Téquation  des 
projections  stéréographiques,  à  la  considération  de  la  spirale 
de  Pappus  et  d'une  délie  de  Guido  Grandi ,  etc. 


SEœNDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  179 

(V.  p.  75  et  106)  C). 


élève  de  rinsUtution  Barbet. 


Un  point  est  situé  à  l'extérieur,  sur  le  contour  ou  à  Tinté- 
rieur  d'une  parabole,  suivant  que  les  coordonnées  satisfont 
aux  relations 

V  +  Ba:r  +  Cx'  +  1^+E:c  +  F>0;  A>0 

=  0 

<o. 
(Fig.  37.)  Cela  posé,  prenons  pour  axes  deux  côtés  opposés 
AB,  CD  du  quadrilatère  en  question ,  soit  OA=a  ;  OB  =  a'  ; 

(*)  Voir  le  Iemme,.p.  IM.  Tm. 

Ann.  m  Ukimtu.  Vil.  12 
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qnatkm  de  la  parabole  pauant  par  ABCD,  oa  a  < 

D=--(a-h.');  F=«';  1  =  66';  C=-;  E  =  -^(«+«): 

Pour  la  «oniqae  paâsant  par  le  cinquième  point  £(7.^),  on  a  : 

donc  les  inégalités  se  réduisent  à 

I 1 — £ — I  -^  B"  >  0.  On  a  une  hyperbole. 

=  0.  parabole. 

<  0.  ellipse, 

on  bien 

(^— B7^+C7'+IW+E7+F)  (^+B7*+C7*+D5+E7+F)>0. 

=0. 
<0. 

Or  les  deux  facteurs  du  premier  membre  ne  sont  autre 
chose  que  les  polynômes  obtenus  en  substituant  à  la  place  de 
jr  et  j^  dans  les  équations  des  deux  paraboles  passant  par 
A  B  G  D  les  coordonnées  du  point  E. 

Or,  suivant  que  ces  deux  facteurs  seront ,  l""  tous  deux 
positifs  ou  négatifs,  2*  l'un  nul  et  l'autre  quelconque,  S""  l'un 
positif  et  l'autre  négatif,  on  aura  pour  la  conique  une  hyper- 
bole, une  parabole  ou  une  ellipse.  D'après  le  principe  rap- 
pelé ci-dessus  >  le  cinquième  point  est  dans  le  premier  cas  à 
Tintérieur  ou  à  l'extérienr  des  deux  paraboles;  dans  le 
deuxième»  sur  l'une  des  deux  paraboles ^  dans  le  troisième, 
à  l'extérieur  de  l'une  et  à  l'intérieur  de  l'autre  :  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 
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SUR  LE  CENTRE  DE  FORGES  NON  PARALLÈLES 
4e  MÎDding,  d'après  McBbiiis(GreUe,XVI,  if  836  ) 


I.  Dans  loQt  ce  qui  suit,  on  suppose  an  système  de  forces 
appliquées  à  un  corps  pu  à  un  système  de  points  liés  entre 
eox  d'une  manière  invariable.  Le  système  de  points  éprouve 
lui  déplacement ,  mais ,  dans  ce  déplacement ,  chaque  point 
d'appiicaiiOB  conserve  sa  force  la  même  en  intensité ,  direc- 
tion et  sens.  C'est  ce  qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vu(^ 
A.  Sfsième  de  férceê parallèles. 

a)  RénUiante.  Quelque  déplacement  que  subit  le  système, 
la  résultante  passe  toujours  par  un  même  point  Jié  inva- 
riablement aux  points  du  système  et  qui  est  le  centre  des 
forces  parallèles. 

6)  Équilibre.  Soit  A  le  centre  et  R  la  résultante  des  forces 
parallèles  agissant  dans  un  sens  et  B  le  centre,  et  — R  la  ré- 
soltante  des  forces  parallèles  agissant  dans  le  sens  opposé  ; 
AB  est  dans  la  direction  des  forces.  Dans  un  déplacement^ 
Ret  — R  forment  un  couple  et  Péquilibre  est  détruit ,  trois 
cas  eiceptés  : 

i*^  Lôrs«iae  A  et  B  se  confondent  ;  2''  lorsque  le  système 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même  ;  S^*  lorsque  le  système 
tourne  autour  d'un  axe  parallèle  à  la  direction  des  forces. 
Du  reste ,  on  peut  appliquer  à  deux  points  A'  et  V  deux  nou- 
velles forces  égales  agissant  dans  la  direction  des  forées  et 
en  sens  opposés ,  A'B'  étant  aussi  dans  la  direction  des  forces  ; 
réqnflibre  subsiste  encore,  et  alors  l'équilibre  aura  lieu  dans 
tout  déplacement ,  puisque  les  forces  introduites  formeraient 
m  oMple  tenant  en  équilibre  l'autre  couple. 

e)  Couple.  Rentre  dans  le  cas  précédent. 
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B,  Sy$tême$  de  forces  dam  un  même  plan. 

Le  corpi  se  meut  parallèlement  à  lui-même ,  ou  tourne  au- 
tour d'un  axe  perpendiculaire  au  plan. 

a)  Résultante  de  deux  forces.  Soit  A  le  point  de  rencontre 
des  deax  forces ,  et  B,  C  leurs  points  d'application  ;  la  résul- 
tante passera  tonjoars  par  le  point  A',  seconde  intersection 
de  la  résultante  avec  le  cercle  passant. par  les  points  A,  B,  C  ; 
le  point  A'  lié  invariablement  aux  points  B  et  G  est  donc  le 
centre  des  deux  forces.  C'est  une  conséquence  immédiate  de 
l'égalité  des  angles  inscrits  dans  un  segment  de  cercle. 

Résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces.  On  prend 
deux  forces  quelconques  et  on  les  remplace  par  une  force 
unique  appliquée  au  centre  de  ces  deux  forces  ;  par  là  le  nou- 
veau système  a  une  force  de  moins ,  et  continuant  de  même, 
on  parvient  à  deux  forces  dont  le  centre  est  celui  du  système 
primitif. 

Gomme  le  système  n'a  qu'un  centre ,  il  est  indifférent  dans 
quelque  ordre  on  fasse  la  composition  des  forces ,  ce  qui 
donne  lieu  à  d'élégantes  propositions  géométriques. 

b)  Équilibre.  Soit  n  forces  ;  considérons  une  force  P  ap- 
pliquée en  A  ;  les  /i—  1  forces  restantes  auront  une  résul- 
tante—  P,  qu'on  peut  considérer  comme  appliquée  à  leur 
centre  B.  Prenons  dans  le  corps  deux  points  quelconques 
A',  B\  tels  que  A'B'  soit  parallèle  à  AB ,  et  appliquons  en 
A' une  force  +S,  en  B'  une  force — S  ayant  la  direction 
A'B',  et  telles  que  S.À'B'=:  P.AB^  l'équilibre  subsistera  alors 
toujours  lorsque  le  plan  tournera  dans  son  plan. 

c)  Couple.  Se  réduit  au  cas  précédent. 

G.  Système  de  forces  dans  l'espace  en  général. 

a ,  1  )  Équilibre.  Un  corps  passant  d'une  position  dans  une 
autre ,  on  peut  toujours  trouver  une  direction  telle  que  le 


Digitized  by 


Google 


—  181  — 

corps ,  daos  sa  première  position ,  touroant  autour  d'un  axe 
ayant  cette  direction ,  prenne  une  position  parallèle  à  la  se* 
conde  ;  et  si  le  corps  »  tenu  en  équilibre  dans  sa  position  pre- 
mière ,  reste  encore  en  équilibre  après  un  mouyement  de 
rotation  autour  de  Taxeci-désigné ,  il  restera  encore  en  équi- 
libre dans  une  rotation  quelconque  autour  de  cet  axe  et  par 
une  translation  parallèle. 

Nous  nommerons  axf  éPéquilibre  une  droite  telleque  l'équi- 
libre n*est  pas  troublé ,  le  corps  tournant  autour  de  cet  axe. 
Ainsi ,  dans  un  système  de  forces  parallèles  en  équilibre ,  toute 
droite  parallèle  à  la  direction  des  forces  est  un  axe  d'équilibre, 
a,  2)  Pour  qu'une  droite  soit  un  axe  d'équilibre,  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  que  cette  droite  soit  un  axe  d'équilibre 
pour  les  forces  projetées  avec  leurs  points  d'application  sur 
ttu  plan  perpendiculaire  à  cette  droite ,  et  ensuite  qu'en  pro- 
jetant cbaque  force  sur  une  droite  menée  par  son  point  d'ap- 
plication ,  parallèlement  à  l'axe  d'équilibre ,  le  système  pro- 
jeté soit  en  équilibre. 

a,  3)  Lorsqu'un  système  a  deux  axes  d'équilibre  non 
parallèles ,  toute  droite  parallèle  au  plan  déterminée  par  les 
deux  axes  d'équilibre  sera  aussi  un  axe  d'équilibre. 

De  là  on  conclut  facilement  que  si  le  système  a  trois  axes 
d'équilibre  tels  que  l'un  n'est  pas  parallèle  au  plan  déter- 
miné par  les  deux  autres,  alors  une  quatrième  droite  quel- 
conque sera  axe  d'équilibre  ;  ou ,  en  d'autres  termes,  si  un 
corps  en  équilibre  est  maintenu  dans  cet  état ,  dans  trois 
déplacements ,  il  sera  encore  en  équilibre  en  un  quatrième 
déplacement;  ou  autrement,  tout  corps  en  équilibre  en 
quatre  positions  diverses  reste  en  équilibre  dans  une  cin- 
quième position. 

a,  4)  Un  système  en  équilibre  n'a  pas ,  en  général ,  un  axe 
d'équilibre.  Toutefois  il  est  toujours  possible  d'ajouter  au 
système  en  équilibre  deux  nouvelles  forces  égales  et  dirccte- 
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meot  opposées,  agissant  sur  deux  points  déterminés  da  corps 
et  coQservant  inénie  intensité,  direction  et  sens  ;  et  par  là  le 
corps  acquiert  un  axe  d'équilibre ,  ce  qu'on  peut  énonoer 
aussi  de  cette  manière  :  L^équilibre  d'un  corps  tournant  an- 
tour  d'un  axe  est  détruit  et  se  change  en  un  couple  dont  les 
forces  R  et  --R  peuvent  agir  sur  des  points  A ,  B  du  corps, 
conservant  toujours  même  intensité,  ^ns  et  direction. 

Les  points  A  et  B  sont  pris  arbitrairement  ;  mais  la  direc- 
tion AB  est  déterminée  ainsi  que  le  produit  R.AB. 

6, 1}  Non  en  équilibre.  On  peut  produire  Féquilibre  par 
rîntroduction  de  deux  nouvelles  forces ,  et  on  peut  déter- 
miner ces  forces  d'une  inOnité  de  manières,  de  telle  sorte  qoe 
le  système  tournant  autour  d'un  axe  donné  reste  en  équî- 
libre;  car  il  existe  un  byperboloïde  à  une  nappe,  détemiîné 
par  la  nature  du  système  et  par  la  position  de  l'axe  de  rota- 
tion ,  et  tel  qu'on  peut  prendre  arbitrairement  les  denx  points 
d*application  des  deux  nouvelles  forces  sur  une  des  droites 
génératrices  de  la  surface. 

6, 2)  Les  deux  nouvelles  forces  peuvent  se  déterminer, 
ainsi  que  leurs  points  d'application,  ie  deux  manières  ou 
iV aucune  manière^  de  telle  sorte  i  <"  que  la  droite  qui  réunit  les 
deux  points  d'application  devienne  axe  (T équilibre ,-  et  de  là, 
en  rendant  fixe  cet  axe,  le  corps ,  en  tournant  autour,  con- 
servera son  équilibre  sans  que  l'on  ait  besoin  d'ajouter  deux 
forces,  et  2^ que  les  pressions  sur  l'axe  restent  les  mémea  en 
direction  et  intensité  pendant  la  rotation.  Nous  nommerons 
un  tel  aie  axe  principal  d'équilibre. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  un  système  de  denx  forces  qai 
ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  l'un  dés  osées  principmuc 
est  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'application ,  et  l'autre 
est  la  droite  perpendiculaire  à  un  plan  déterminé  par  les 
deux  droites ,  et  rencontrant  ce  pian  au  centre  des  denx 
forces  projetées  sur  ce  plan. 
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Ceci  a  liea  aossi  poar  deux  forces  dod  parallèles  sitaées 
dans  un  même  plan ,  et  lorsque  l'on  a  égard ,  non  à  la  rota- 
tion dans  le  plan,  comme  en  B,  mais  i  une  rotation  quel- 
conque. 

Syiiéme  de  forces  parallèki  à  un  même  plan  y  ou  dans  un 
mêtneptan.  On  mène  dans  le  plan  deux  droites  a^b^ei  Ton 
décompose  chaque  force  P  du  système  au  point  d'application 
en  deux  autres  X  et  Y,  parallèles  à  ces  droites,  et  Ton  déter- 
mine la  résultante  X,  des  forces  X  et  le  centre  A  de  ce  sys- 
tème; et  de  même  la  résultante  Y,  du  système  Y  et  le  centre  B; 
alors  dans  tout  déplacement  du  corps  le  système  est  équi- 
valent aux  forces  X, ,  Y„  agissant  en  A  et  B ,  et  a,  par  consé- 
quent, deux  axes  principaux  dont  l'un  est  la  droite  AB  et 
l'autre  une  droite  coupant  perpendiculairement  le  plan  au 
centre  des  forces  projetées  sur  ce  plan.  De  là  on  déduit  ce 
théorème  remarquable  : 

a)  Si  l'on  a  un  système  de  forces  parallèles  à  un  plan  et 
ayant  une  résultante ,  si  l'on  décompose  chaque  force  à  son 
point  d'application  en  deux  antres  parallèles  à  deux  droites 
a^b  quelconques  menées  dans  le  plan ,  la  droite  qui  joint  les 
deux  centres  de  forces  parallèles  a  nue  position  indépen- 
dante des  droites  a  et  b,  nous  nommerons  cette  droite  ligne 
cenêrale  du  iysUme. 

Ce  théorème  se  généralise  ainsi  : 

P)  Étant  donné  un  système  de  forces  non  en  équilibre  et  ne 
se  réduisant  pas  en  un  couple,  si  l'on  décompose  chaque 
force  en  son  point  d'application  en  trois  autres,  X,  Y,  Z,  pa- 
rallèles à  trois  droites  arbitraires,  a,  ^,  c,  non  parallèles  au 
même  plan,  les  trois  centres  des  systèmes  X,  Y,  Z  sont  dans 
un  plan  indépendant  des  droites  a^  b,  c-,  nous  nommons  ee 
plan  plan  central  du  sysiéme. 

Si  les  droites  a,  b  sont  parallèles  au  plan  central  et  c  per- 
pendiculaires à  ^  et  6 ,  alors,  selon  a),  les  centres  des  sys- 
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tëmes  X  et  Y  sont  dans  une  même  droile,  sitaée,  selon  p)y 
dans  le  plan  central;  nous  la  désignons  sous  le  nom  de  ligne 
centrale  d'un  système  de  forces  quelconques,  agissant  dans 
l'espace.  Si  de  plus  la  droite  a  est  parallèle  à  la  ligne  centrale, 
et  que  b  soit  perpendiculaire  sur  a ,  alors  nous  nommons  le 
centre  des  forces  X,  parallèles  à  a ,  le  potnl  central  du  sys- 
tème. 

Les  deux  axes  principaux  ont ,  relativement  à  ce  plan,  ligne 
et  point  centraux,  la  position  remarquable  suivante  : 

b  3)  Les  deux  axes  principaux,  lorsqu'ils  existent^  et  la 
ligne  centrale,  sont  parallèles  au  même  plan  ;  les  deux  points 
d'intersection  des  axes  principaux  avec  le  plan  central,  et  le 
point  central  sont  sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  la 
direction  de  la  résultante  des  forces  transportées  à  un  même 
point. 

C9  1)  Système  de  farces  dans  F  espace  ayani  une  résuUanU. 
Lorsqu'un  tel  système  tourne  autour  d'un  axe ,  il  se  réduit 
à  deux  forces  qu'on  peut  transporter,  sans  changer  la  direc- 
tion ni  rintensité,  à  deux  points  déterminés  du  corps,  et  qui 
ne  peuvent  se  réduire  à  une  seule  force  que  dans  la  position 
initiale  du  corps,  et  ensuite  après  une  demi-rotation. 

e)  Dans  un  tel  système,  les  deux  axes  principaux  existent 
toujours  9  c'est-à-dire  on  peut  toujours  déterminer  deux 
droites ,  coupant  la  résultante  en  deux  poinli,  et  telles  qu'en 
tournant  le  corps  autour  d'une  de  ces  droites,  le  système  ne 
cesse  pas  de  se  réduire  en  une  résultante  de  même  direction 
et  intensité  que  la  résultante  initiale;  que  par  conséquent, 
lorsque  un  de  ces  points  d'intersection  est  rendu  fixe ,  alors 
réquilibre  subsistera  en  tournant  autour  de  Taxe  passant  par 
ce  point.  Ainsi  les  deux  points  peuvent  être  considérés  comme 
de  vrais  centres  du  système,  quoique  par  rapport  à  chacun 
l'équiUbre  ne  subsiste  que  relativement  à  un  axe  déterminé. 

Ces  deux  axes  ont  une  telle  position  :  V  leurs  projectioas 
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sur  an  pbn  perpendiciilaire  à  la  résultante  se  coupent  à 
angle  droit;  S""  de  même  leurs  projections  sur  le  plan  cen- 
tral ;  3""  la  ligne  centrale  est  parallèle  au  plan  déterminé  par 
les  deux  axes  ^  ^^^  les  deux  points  d'intersection  du  plan  cen- 
tral, et  les  deux  axes  et  le  point  central  seul,  sont  une  même 
droite  qui  est  à  angle  droit  sur  la  résultante. 

d)  Sy$tème  de  farces  dans  P espace  j  réductible  d  un  couple. 
Un  tel  système  n'a  pas  en  général  d'axes  principaux;  s'ils 
existent ,  ils  sont  en  nombre  infini  ;  chaque  parallèle  à  un 
axe  principal  devient  un  axe  principal.  Nous  terminerons 
par  cette  observation.  Si  un  corp;  soumis  aux  actions  d'un 
système  de  forces  a  un  axe  fixe,  et  s'il  doit  conserver  l'équi- 
libre en  le  faisant  tourner  autour  de  cet  axe,  et  si  on  n'exige 
pas  que  cet  axe,  ainsi  que  cela  doit  être  pour  un  axe  princi- 
pal, supporte  pendant  la  rotation  une  pression  constante  en 
direction  et  intensité,  alors  si  le  système  se  réduit  à  une  force 
unique  ou  à  deux  forces ,  cet  axe  peut  avoir  une  direction 
quelconque.  Il  suffit  de  projeter  toutes  les  forces  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  la  direction  donnée  ;  la  droite  passant  par 
le  centre  de  ces  forces  (B,  b)  parallèlement  à  la  direction 
donnée  sera  l'axe  cherché.  Excepté  le  cas  où  le  système  se 
réduisant  à  une  résultante,  on  voudrait  que  Taxe  fût  paral- 
lèle à  cette  résultante,  et  si  les  forces  avec  leurs  points  d'ap- 
plication étant  projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la 
résultante ,  chaque  point  projeté  n'est  pas  le  centre  des  autres 
forces;  lorsque  cette  dernière  condition  existe,  on  peut 
prendre  pour  axe  toute  parallèle  à  la  résultante. 

NotCé  Ces  belles  propriétés  ont  été  trouvées  par  M.  Min« 
ding)  et  sont  consignées  dans  trois  mémoires  allemands  in- 
sérés au  journal  de  H.  Crdle,  savoir  :  XIY,  289, 1835;  XY, 
27  et  313, 1836  ;  ces  mémoires,  qu'on  étudie  avec  un  inté- 
rêt soutenu  y  contenant  172  équations,  auraient  besoin  d'être 
considérablement  abrégés  pour  entrer  dans  notre  recueil. 
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Voici  une  Idée  de  ce  travail  :  soit  un  sytlème  de  forces  dans 
l'espace  appliquée  à  on  système  de  points  liés  entre  enx  d'une 
manière  inTariable;  concevons  les  forces  transportées  paral- 
lèlement à  un  seul  point  fixe  où  elles  formeront  an  faisceau  ; 
faisons  tourner  ce  faisceau  autour  d'un  axe  quelconque  pas- 
sant par  le  point  fixe,  ensuite  menons  par  chaque  point  d'ap- 
plication une  parallèle  à  l|i  force  correspondante  des  fais- 
ceaux dans  sa  nouvelle  position,  conservant  mémo  intensité 
et  même  sens.  Oq  voit  que  le  mouvement  du  corps  que  pres- 
crit M.  Mœbius  ne  diffère  pas  de  celui  des  forces  que  prescrit 
M.  iMiudiog.  Yoici  maintenant  quelques  propriétés  décou- 
vertes  par  M.  Hinding  et  non  mentionnées  par  M.  Hasbius. 

I*"  Prenons  dans  le  plan  central  trois  centres  conjugués  de 
forces  parallèles  et  trois-résultantes  qui  agissent  en  ces  points  i 
trauiiportons  ces  trois  résultantes  en  grandeur  et  en  direc- 
tion en  un  point,  on  aura  les  trois  arêtes  d'un  tétraèdre;  le 
volume  de  ce  tétraèdre ,  multiplié  par  l'aire  du  triangle  qui 
a  pour  sommet  les  trois  centres,  est  un  produit  constant. 

2"  Si  les  trois  centres  sont  sur  une  même  droite ,  alors  dans 
le  mouvement  de  rotation  les  trois  centres  restent  fixes  et  les 
résultantes  tournent  autour. 

3*  Si  1rs  trois  centres  se  confondent,  le  système  se  réduit 
à  une  résultante  qui  passe  par  ce  point  dans  tous  les  mouve- 
ments de  rotation. 

4*  Soit  un  système  de  forces  dans  l'espace,  ni  en  équi- 
libre ni  réductible  à  un  couple;  il  existe  une  infinité  de 
mouvements  de  rotation  qui  amènent  le  système  à  avoir  une 
résultante;  toutes  ces  résultantes  passent  par  une  ellipse  et 
une  hyperbole  ayant  le  point  central  pour  centre  commun , 
et  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  et  sur  le 
plan  ceniral;  les  foyers  d'une  de  ces  coniques  sont  les  som> 
mets  de  l'autre. 
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NOTE 


'  une  propriéié  des  eefUres  des  courbes  algébrigues 
(V.  t.  II ,  p.  210,  et  t.  V,  p.  228), 


9AM,  M.  BBSTO V  (  BX  CHAMP  )  « 

iDgéniear  des  ponts  et  chaussées. 


On  démontre  facilement  que  si  deax  cordes  d'ane  section 
conique  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales , 
leur  point  d'intersection  est  le  centre  de  la  courbe.  Cette  pro- 
priété est  susceptible  de  généralisation ,  comme  il  suit. 

TfléoRéiiE.  Si  m  droites  se  coupent  en  un  point  dans  le  plan 
d'une  courbe  algébrique  de  degré  m,  et  que  leurs  rencontres 
réelles  ou  imaginaires  avec  la  courbe  soient  distribuées  deux 
à  deux  d  égale  distance  de  ce  point,  eelui^  est  un  centre. 

En  effet ,  l'équation  de  la  courbe  que  je  suppose ,  pour  plus 
de  facilité^  rapportée  à  des  axes  passant  parle  point  d'inter- 
section commun  des  m  droites ,  peut  être  mise  sous  la  forme 
rationnelle  et  entière  : 

Ws»  +  w»-i+ttii*-a  +  ...  +«,+  «.+  «0  =  ^1 

ui  représentant  Tensemble  des  termes  de  degré  i  en  j:  et  ^. 
D  après  l'hypothèse  de  l'énoncé,  si  l'on  pose^  =  aj:,  on 
pourra  trouver  m  valeurs  a',  a",  a'".. .  de  a ,  qui  donneront 
des  valeurs  de  x  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 
Or  la  substitution  de  oj:  à  la  place  de  y  transforme  Téqua- 
tion  ci-dessus  en  celle-ci  : 

Aii»a:*+A«-|x"^'+A«^2X-'-'+...+A,x'+A.a:+i/ =0  ; 
oà  le  coefficient  A«  de  j:*  est  une  fonction  entière  de  a ,  de 
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degré  i.  Pour  que  les  valeurs  de  x  qui  saiisfout  à  cette  éqaa'> 
tioD  soient  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  il  faut 
et  il  sufBt  que  Ton  ait  As».]  =  0 ,  A1M.3 = 0 ,  Am— 5  =  0,  etc. , 
c'est-à-dire  que  les  coefficients  des  termes  de  rang  pair  soient 
nuls;  mais  on  admet  que  cela  arrive  pour  m  valeurs  a\  a", 
9'"  ..;  donc  les  équations  Am^i  =0,  Aiii.s=0...  qui  sont 
toutes  de  degrés  inférieurs  à  m ,  auraient  chacune  m  racines, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  tous  leurs  coefficients 
soient  nuls;  donc  les  fonctions  ii«i.i ,  um-s*  Mm— s--  de  rang 
pair  sont  identiquement  nulles  dans  Téquation  de  la  courbe, 
ce  qui  est  la  condition  pour  que  l'origine  en  soit  le  centre. 

Remarques.  I.  On  peut  demander  quels  sont,  dans  le  plan 
d'une  courbe  algébrique  de  degré  m ,  les  points  par  lesquels 
il  est  possible  de  mener  m — n  droites  jouissant  de  la  pro- 
priété dont  on  vient  de  parler,  c'est-à-dire  rencontrant  la 
courbe  symétriquement  à  des  distances  égales  de  ce  point. 

Le  raisonnement  ci-dessus  fait  voir  que  les  fonctions  de  s 
de  rang  pair  Am-i ,  A111-.3...  doivent  disparaître  lorsque  leur 
indice  est  moindre  que  m—ni  celles  qui  sont  d'un  degré 
plus  élevé  ne  disparaissent  point,  mais  s*annulenl  pour  un 
nombre  m —  n  de  valeurs  de  a,  inférieur  à  leur  degré.  On 
peut  donc  les  mettre  sous  la  forme 

A^,  =  a,,»-i(ot— ct')(a--a")(«— a'")... 

ai  étant  une  fonction  entière  do  a.  Or  a  =r-;  donc    «^  , 

X  X 

^^...  sont  divisibles  par  (^— «')  p—*")  (-  —  «")-  '• 

donc  aussi  um^i  ,  Um-^'  •  •  sont  divisibles  par  une  même  fonc- 
tion entière  et  homogène  des  variables  x ,  ^. 

Par  conséquent,  la  condition  cherchée  est  que  les  poly- 
nômes am-t  9  «m~3.'.  qui  ne  disparaissent  point,  admettent 
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un  commun  diTiseur  da  degré  m — n.  Ce  commun  diviseur, 
égalé  à  0 ,  donne  les  m  —  n  droites ,  qui  se  comportent  comme 
si  Torigine  était  un  centre. 

Il  résulte  de  cette  théorie  que  de  chaque  point  d'une  ligne 
du  troisième  ordre  on  peut  mener  deux  droites  qui  rencon- 
trent cette  ligne  à  égale  distance  de  ce  point. 

IL  Le  théorème  ci-dessus  s'étend  aox  surfaces,  car  on  voit 
d'abord  que  si  d'un  point  on  peut  mener  m  plans  qui  coupent 
une  surface  de  degré  m  suivant  des  courbes  douées  de  centre, 
ce  point  est  lui-même  le  centre  de  cette  surface. 

En  effet,  nn  plan  quelconque  mené  par  le  point  dont  il 
s'agit  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  de  degré  /n,  et 
ses  intersections  avec  les  m  plans  donnés  se  trouveront  dans 
les  conditions  qui  forment  l'objet  de  cet  article;  en  d'autres 
termes.^  toute  section  plane  de  la  surface  sera  douée  d'un 
centre,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  se  demander  combien  de  droites 
menées  d'une  manière  quelconque  par  un  point ,  dans  ces 
mêmes  conditions,  sont  nécessaires  pour  que  la  surface  ait 
un  centre. 

Considérons  l'équation  aux  trois  variables  x ,  ^»  z. 

OÙ  ui  est  un  polynôme  homogène  et  entier  de  degré  î  en  j:, 
j^,  s.  Posons ^  =  6jr,  z=iyx^  nous  aurons: 

A{  étant  une  fonction  de  6  et  de  7.  Il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  les  systèmes  donnés  de  valeurs  de  6  et  de  7  soient  tels 
que  les  coefficients  de  celles  de  ces  fonctions  qui  sont  de  rang 
pair  ne  puissent  différer  de  0. 
Or  Am-i ,  qui  est  du  degré  le  plus  élevé ,  renferme  au  plus 

^^^"^^^  coefficients  :  si  donc  on  a  ^^^J      droites  qui  ren- 
2  2 
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contrent  la  surface  comme  si  l'orighie  était  an  centre  «  e'est- 

à-dire       *"^  ■  systèmes  de  valeurs  de  6  et  de 7  qui  annaleot 

Am-.i  ,  Afl^s  9  Am*i  j  etc.,  on  anra,  pour  détwmincr  cbacnn 

des        "^  ■    coefficients  de  Am-i,  autant  d'équations  du 

premier  degré,  lesquelles  seront  satisfaites  en  général  en 
égalant  à  0  tous  les  coefficients  »  et  ne  pourront  Télre  d'ao^ 
cune  autre  manière.  A  plus  forte  raison  en  sera-t-il  de  même 
des  coefficients  moins  nombreux ,  de  Am— 3  9  Am-i  ,  etc. 

Donc         "^     est  le  nombre  cherché. 

On  suppose  ici  tacitement  que  les  équations  Afl».i=0, 
Am-3=:0,  etc.,  ne  rentrent  pas  les  unes  dans  les  autres,  et 
que  les  systèmes  de  valeurs  de  €  et  7  sont  en  dehors  des  condi- 
tions toutes  particulières  qui  pourraient  faire  tomber  en  dé- 
faut le  raisonnement  employé. 

Pour  fixer  les  idées ,  regardons  €  et  7  comme  les  coordon- 
nées d'un  point.  Déterminer  les  ^^^^^ — -  coefficients  des 
Am^if  c'est  faire  passer  une  courbe  du  degré  m— -l  par 
— '  pomts  donnes.  Or  nous  savons  que  ' 1 

points  suffisent i  donc,  si  le  point  qui  est  assigné  au  ddà  de 

ce  nombre  ne  se  trouve  pas  sur  la  courbe  qui  passe  par  les 

m(m4-i)   .  ^  ,  .  «  . 

— ^ — -  —  t  premiers ,  tous  les  coefficients  seront  nuls. 

Aux  polynômes  A^-s,  Aa^s  correspondraient  des  grotipes 

TTi(m  il    i\ 

de — -  points ,  comme  pour  Am^i  ;  à  plus  forte  raison 

les  coefficients  seront-ils  nuls  pour  ces  polynômes. 
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QUESTION  PROPOSÉE 

au  eoncauTê  d'admiirian  à  FÉcoh  normale  en  1847 
(Voir  VI,  406). 

9AWL   M.  JUBÉ    (SVaSHS), 
ProfMMiir  an  lyete  de  Sainl-Omor. 


On  donne  sur  un  plan  an  ftombre  quelconque  de  poinis 
A,  B,  C...  i  par  une  origine  fixe  O  choisie  à  volonté  sur  ce 
plan,  on  mène  un  nombre  infini  de  droites,  et  sur  chacune 
d'elles  on  porte  une  longueur  OM  réciproqdemeDt  propor> 
tionnelle  à  la  racine  carréd  de  la  somme  des  carrés  des  per- 
pendiculaiTes  abaissées  sur  cette  droite  des  différehts  points 
A,B,C 

On  demande  t 

V  Le  liea  des  points  M  obtenus  de  cette  manière  ; 

2*  S'il  est  toujours  possible,  les  points  A,  B,  C...  restant 
6xes,  de  choisir  l'origine  O  de  telle  sorte  que  ce  lien  devienne 
one  circonférence; 

3*  Examiner  si  la  courbe  cherchée  est  toujours  fermée 
pour  toutes  les  positions  du  point  O; 

4*  Lorsque  cela  a  lieu ,  trouver  où  le  point  0  doit  être  placé 
poor  que  les  points  A,  B,  G...  restant  fixes,  l'aire  totale  soit 
la  plus  grande  possible. 

1*  Prenons  pour  axes  deux  droites  perpetidfculaires  passant 
par  le  point  O ,  et  nommons  (Jt',  y),  {Je", y"),  (ar'%  y"). . .  les 
coordonnées  des  points  donnés  A,  B,  G  ....  L'équation  d'une 
droite  OM  8era^=ax,  et  la  longueur  de  la*  perpendiculaire 

•baissée  da  point  A  sur  cette  droite  sera  zh  ■•  .  Celles 
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des  autres  perpendiculaires  auront  des  expressions  analogues, 

de  sorte  que  OM  = 


Mais  OM  =  l/^jc^+y  et  a=  - ,  ce  qui  donne  pour  équa- 
tion du  lieu  cherché  r 

[ya:^jrxy+[yx^jrx^r+ «1, 

ou  bien 

équation  d'une  ellipse. 

â""  Si ,  au  lieu  de  mener  les  droites  OM  du  point  O,  on  les 
menait  d'un  autre  point  O'  ayant  pour  coordonnées  a  et  6  par 
rapport  au  système  d'axes  précédents,  on  trouverait  la  même 
équation  dans  laquelle  y,  y...  et  jc'^  or"...,  seraient  rem- 
placés par  ^'—6, y — 6...  et  x'— a,  x" — a...,  de  sorte  que 
réquation  du  lieu  serait  alors 

—2xjr[{x^—a){y—b)...]^i. 

Ce  lieu  pourra  donc  être  une  circonférence ,  si  l'on  peut 
disposer  de  a  et  6  de  manière  à  avoir 

et  {y—b){a/^a)+{y'—b)[jo''^à)...  =  0; 

ou  bien  en  nommant  X  et  Y  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  des  points  donnés  considérés  comme  d'égal  poids ,  et 
faisant  pour  abréger  y +y"...=sy%  jc'+x'^...=ia:^* 
et  xy+j:>"...  =  ïj/y,  et  désignant  par  n  le  nombre  des 
points  A,  B,  G..., 

et  /iû6— 2/iX  A— 2/1  Y^2a:y  =  0. 

Or,  si  dans  chacune  de  ces  équations  on  considère  a  et  6 
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comme  coordonnées  courantes,  chaque  équatipp  ci-dessus 
appartient  à  une  hypertK>le  équilaiére  ayant  pour  centre  le 
point  (X,  Y) ,  et  ces  deux  courbes  se  rencontrent  en  deux 
points ,  puisque  les  aies  de  Tune  sont  parallèles  aux  asymp- 
totes de  Vautre.  Donc,  en  prenant  pour  aei  b  les  Taleurs 
îles  coordonnées  de  Tun  ou  de  l'autre  de  ces  points,  et  y 
mettant  l'origine  des  droites  OM»  le  lieu  cherché  sera  une 
droonfércnce. 

3*  Si  les  points  A»  B,  G.. .  étaient  en  ligne  droite  et  que  l'o- 
rigine des  droites  OM  f&t  prise  sur  cette  droite ,  en  prenant 
Taxe  des  y  parallèles  à  cette  ligne,  on  aurait  or'— assO^ 
jc"— a=0...,  d'où 

^'[(y~^r+(/'-^r...]=i 

pour  équation  du  lieu  cherché,  qui  dans  ce  cas  se  réduirait 
à  deux  droites  parallèles  à  celle  des  points  A,  fi,  G... 

4*  Ay*+Bjcy+Cx^=  1  étant  l'équation  d'une  ellipse  rap- 
jx>rtée  à  des  axes  rectangulaires ,  si  on  la  rapporte  à  ses  axes 

a\  V  on  aura,  comme  on  sait,  a'*b^z=  —^ — —  ;  et  pour 

que  Taire  de  l'ellipse  ou  W6'  soit  maximum,  il  faut  que 
4AG^B'  soit  un  minimum. 

Or,  en  supposant  que  l'origine  des  coordonnées  est  aussi 
celledes  droites  OM,  nous  avons  obtenu  pour  le  lieu  cherché 
Tellipse  ayant  pour  équation 

^(r'^+y*.  ..)+y  (^"+J:'".  .  .y-^Joy{a^y'+xy\  ..)  =  !. 

Prenons  pour  cette  origine  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  B,C...  ;  alursy+y'...=0,  y+x"...=0.  Si  l'origine  des 
droites  OM  avait  été  un  autre  point  ayant  pour  coordonnées 
a  et  ir  par  rapport  an^ystème  précédent  d'axes  coordonnés , 
on  aurait  trouvé 

2ay[(x'-a)0''-t)...l==l, 
Ann.  dbMathIm.VII.  13 


Digitized  by 


Google 


-  19*  — 
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L'expf^ssion  4AG— B'  se  trouve  élre  alors 

zxy"+nz{bx'—ayy--{ï^y)y 

En  désignant  par  t[{bn' — ay-y"]  la  somme 

(bx'-ayy+{bx"-^ayr , 

cette  expression  est  minimum  pomr  x'.y,  jc'\y' oon* 

slants  lorsque  a  et  &  sont  nuls.  Donc  la  courbe  correspondant 

à  Taire  maximum  sera  celle  qu'on  obtiendra  en  prenant  pour 

origine  des  lignes  OM  le  centre  de  gravité  des  points  donnés. 

Note.  Cette  question  a  aussi  été  traitée  par  M.  P.  Serrel. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  175  (t.  VII,  p.  45). 


PAa  M.  K. 

éleva  du  lycée  de  Versailles. 


La  courb<' ,  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes  lc*s 
paraboles  tangentes  à  un  cercle  donné  et  ayant  pour  fo}er 
commun  un  point  fixe  sur  la  circonférence  du  même  cercle, 
a  pour  équation  entre  les  coordonnées  polaires  : 
1         1 

^  3  (Slrebor.) 

Fig,  âS.  Soient  O  le  centre  du  cercle  donné,  et  F  lo  point 
fixe,  foyer  de  toutes  les  paraboles,  prenons  pour  pôle  le 
point  F  et  pour  axe  polaire  la  droite  FO;  considérant  une 
de  ces  paraboles,  soit  A  le  point*où^eHe  est  tangente  au 
cercle  ;  on  connaît  donc  ce  foyer,  une  tangente  et  son  point 
de  contact  -,  il  est  par  suite  facile  de  déterminer  le  sommet 
de  la  parabole. 
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Joignons  en  effet  FÂ ,  menons  AC ,  faimit  atec  Ajt  un 
angle  égal  à  Fangle  OAC,  par  le  point  F  menant  DF  y  paral- 
lèle à  AG,  on  aura  Taie;  abaissant  KF  perpendiculaire  sur 
Dj:,  et  menant  KB  perpendieulaire  sur  DF,  B  sera  le  sommet. 

Désignons  la  distance  BF  par  p  et  Tangle  BFz  par  »  ;  en 
exprimant  que  AFs:DF,  on  arrivé  faciiemefat  à  Téquation 
du  lieu.  Un  point  O ,  abaissons  OG  perpendiculaire  sur  AF, 
le  triangle  rectangle  FGO  donne  ? 

FG=:F0C08^, 

car  OFG=:GFK:=sKFD»:^; 


par  suite 

FA=rfcos-, 
3 

d  désignant  le  diamètre  du  cercle.  D*un  autre  côté  le  trian 

gle  rectangle  DKF  donne  : 

p  X  DF  =  KF\ 

mais 

donc 

Ainsi  l'équation 

dn  lien  est  > 

ou  bien 

.=^«--3- 

Je  profite  de  cette  occasion,  pour  faire  remarquer  deux 
Mutes  quli^tisteot  dans  le  prunier  volume. 
Page  4M ,  ligne  1 1  en  renontant ,  on  lit  : 


Digitized  by 


Google 


—  196  — 

«  L'équation  générale  étant  rapportée  au  centre ,  on  a ,  par 

k' 
la  résolntionde  réqualion,  2Cr-f  ^r=<>î  ^=— ;  «yslème 

m 

de  diamètres  conjugués  dont  le  second  est  parallèle  à  Taxe 

des  X.» 

Le  système  de  diamètres  conjugués  est  représenté  par  les 

équations  : 

2Cx+Br=0etr  =  0. 

Enfin  page  494,  l'équation 

mî  8in  V  -  4LN  [Smsln'v— 4N"]/i  -.4L*sin  '7  =0 

n'est  pas  exacte ,  il  faut 

/»' sinV + 4LN[4N* -i- Suisin  "7]  a — 4L'8in*  7=0. 

Noie.  MM.  Mention  et  Paul  Serret  ont  donné  la  même 
solution  du  problème  1 75. 


NOTE 

sur  un  théorème  de  la  théorie  des  propriétés  projectives 
de  M,  Poncelet, 

PAA  M.  PAinL  sba: 


I.  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 
Théorème.  Si  deux  des  côtés  AB ,  AG  d'un  triangle  ARC 
inscrit  à  une  conique ,  pivotent  constamment  autour  des 
points  fixes  P,  F^  le  troisième  côté  BG  enveloppera  une  co- 
nique doublement  tangente  à  la  proposée,  suivant  la  droite 
PF  des  pivots. 

Remarquons  d'abord  que  ce  théorème  est  fondamental 
dans  l'ouvrage  de  M.  Poncelet ,  en  ce  sens  qu'il  sert  de  base 
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aux  belles  propositions  de  l'auteur  sur  Teuveloppe  du  côté 
libre  d'on  polygone  inscrit ,  dont  les  antres  côtés  pivolent 
autour  de  points  donnés ,  etc.,  et  à  son  théorème  si  remar- 
quable sur  les  polygones  à  la  fois  inscrits  à  une  conique  et 
circonscrits  à  une  autre. 

Cette  observation  montre  donc  qu'il  n'est  pas  inutile  de 
démontrer  ce  théorème  pour  tous  les  cas.  Or,  la  démonstra- 
tion de  ce  principe  qui  se  trouve  dans  l'ouvrage  ci-dessus  ne 
s'applique  qu'au  cas  où  la  droite  PF  des  pivots  ne  couperait 
pas  la  conique  (G)  ;  car,  si  la  droite  PP  coupait  la  conique  (C) , 
on  ne  pourrait  plus  projetter  la  figure  de  manière  que  dans 
la  projection  la  droite  PP  fût  emportée  à  l'infini,  et  la  co- 
nique (C)  remplacée  par  un  cercle,  caria  conique  de  projec- 
tion serait  toujours  une  hyperbole  ;  mais  on  pourra  toujours, 
dans  ce  cas,  faire  que  la  droite  PP'  étant  emportée  à  Tin- 
fini  dans  la  projection ,  la  conique  (G)  soit  projetée  suivant 
une  hyperbole  équilatère,  et  l'on  aura  alors  dans  la  projec- 
tion un  triangle  abcj  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère 
et  dont  les  côtés  ab ,  ac  sont  respectivement  parallèles  à  des 
directions  données.  Si  donc  nous  prouvons  que  Tenveloppe 
du  troisième  côlé  bc  dans  la  projection  est  une  hyperbole  ayant 
les  mêmes  asymptotes  que  la  première,  comme  deux  hyper- 
boles ayant  mêmes  asymptotes  (et  d'ailleurs  conjuguées  ou 
non  conjuguées)  se  projettent  toujours  suivant  deux  coni- 
ques ayant  un  double  contact  réel  suivant  la  droite  projec- 
tion de  celle  à  l'infini  du  premier  plan ,  le  théorème  actuel  sur 
l'enveloppe  du  côté  BC  dans  la  figure  primitive  sera  dé- 
montré. 

Démontrons  donc  la  proposition  auxiliaire  dont  il  s'agit  : 

(Fig.  29.)  II.  Théorème.  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans 
une  hyperbole  quelconque;  les  deux  côtés  AB ,  AG sont  con- 
stamment parallèles  à  des  directions  données  ;  le  troisième 
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fôté  BG  enveloppera  une  seoonde  hyperbole  ayant 
asymptotes  que  la  première. 

Démonstration.  Soient  :^=^*  Féquation  de  la  courbe; 
A(»,6)  un  de  ses  points,  dont  l'égalité  (I)  06=^*;  m,  ni» 
coefficients  angulaires  respectifs  des  côtés  AB,  AC;'x.,^., 
x. ,  ^,  les  coordonnées  des  deux  points  B,  G ,  on  a  : 

pour  l'équation  de  AB,  j^  =  iwj:+6  —ma  ; 
d'où  mx*  +  (6  -—  ma)x — A'  =  0 , 

d'où 

moL — ^±X/(m% — 6)"  +  4mft6      //ta  -^gzb(//ifli+^) 


âm  dm 


d'où 


de  même  C  j  j:,= ;  j^.ss  —  /ta  L 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  du  point  O  milieu  de  la  corde 
BG,  on  aura: 

/»4-/i  W+/1 


L  2/w/t  2       J 


d'où  Ton  tire  : 

4/n/t  kmn 

Ge  qui  montre  que  le  lieu  des  milieux  des  côtés  BC  du  trian- 
gle ABG  est  une  hyperbole ,  ayant  mêmes  asymptotes  que  la 
proposée  ;  ou ,  ce  qui  reyient  au  même,  que  le  côté  BG  est 
conslamment  tangent  à  cette  même  hyperbole  qui  contient 
son  milieu  ;  d'ailleurs ,  sur  la  6gure  comme  sur  l'équatioD  [2], 
on  peut  voir  que  l'hyperbole  enveloppe  du  côté  BG  pent  être 
conjuguée  on  non  conjuguée  à  l'hyperbole  circonscrite  an 
triangle  ABG. 
Oh9m)aJt%on  /.  Le  point  où  le  côté  BG  touche  son  enveloppe 
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esl  ooo»Uniment  en  son  tnilicn  O  ;  or  ce  point  O  s'obtient  m 
coDStraisant  an  parallélogramme  sur  les  côtés  AB,  AC,  et 
menant  la  diagonale  du  iM>in(  A ,  diagonale  qui  coupe  BG  au 
point  cherché.  Cette  remarque  permettra ,  dans  la  figure  pri- 
mitive ,  de  déterminer  à  chaque  instant  le  point  où  le  côté 
libre  du  triangle  touche  son  enveloppe,  et  la  construction 
9era  exactement  la  même  que  pelle  qni  est  employée  dans  le 
cas  où  les  hyperboles  co-asyroptotiques  sont  remplacées  par 
des  cercles  concentriques. 

Obiervaiian  //.  Ce  dernier  théorème  et  Tobservation  pré- 
cédente indiquent,  comme  on  le  voit,  deux  nouvelles  ana* 
logies  assez  remarquables  entre  le  cercle  et  l'hyperbole  équi- 
latèrc. 


DÉMONSTRATION  ANALYTIQUE 

de  VidmtiU  de  fVaring  (Voir  t.  IV,  p.  183). 

FAA  M.  VAUI.  SBaXLBT. 


Identité.  Soient  n  quantités  quelconques  :  a,^  a^^a^,.,an^ 
on  a  Fidentité  : 

4-(a»+^I,»-,)flw-2(an+aii-i+fli»-2)+ + 

+(^«+^ïw-i-h +a,)a,(an+an^i+ +û.+û.).    (1) 

Démonstration,  L'identité  est  évidente  pour  le  cas  de  n=2  ; 
car  on  a  a,a^{a,+a^)  =  a^aSa^+a,).  Donc  il  suffira  de  prouver 
qne  si  l'identité  (1)  est  vraie  pour  n  quantités,  elle  sera  vraie 
anssi  pour  n^i  quantités  j  ou,  en  d'autres  termes,  il  suffira 
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de prouver  que  si  régalité  (1)  existe,  Tégalité  suivanle 
existe  aussi  : 

+(«.+^.+ +an^t)an(a,+ +an) + 

+  (^.+-  .+^ii)^+i(^,+....+^«Hi)  =  anuan{an+t+an)-\' 
+(^»+i+^n)«i^-.|(^+i+<îii+«i»-i)+.  • .  '+ 

Désignons  respectivement  par  P  et  Q  le  premier  et  le 
deuxième  membre  de  Tégalité  à  démontrer  (2). 

Or,  en  ayant  égard  à  l'égalité  (1) ,  on  peut  écrire  P  ainsi 
«fu'il  sm't  : 

P  =  ^"(£Z.+tf,+  ..  .+^n)+«iHi(^.+^.+- •  •+^)"+ 

Maintenant,  si  nous  développons  de  même  Q  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  ^«+1 ,  nous  trouverons  : 

-(-...+fl,(aii+tf»-i+...+a.)]+a»««-i(tfn+fln^i)+ 
+(^»+aii+i+...+û.)tf.(^+^i*-i+...+^,+a'). 

Dans  P  et  Q  ainsi  développées ,  les  parties  indépendantes 
de  ^n^i  sont  identiquement  égales ,  ainsi  que  les  parties  oOÊir 
tenant  le  carré  de  aiH-i  en  facteur.  Quant  aux  termes  de  Q 
contenant  a^+i  en  facteur  commun,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
peut  écrire  leur  ensemble  sous  cette  forme  : 

21^'  représentant  la  somme  des  carrés  des  n  quantités  a, t 

tffi,  et  £.2^afi-i  représentant  la  somme  des  doubles*  pro- 
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duits  de  ces  fi  quantités  prises  deux  à  deux.  Mais  d'après  la 
composition  du  carré  d'an  polygone,  on  a  : 

Donc  l'ensemble  des  termes  de  Q  contenant  on^i  en  factenr 
commun  est  identique  à  l'ensemble  des  termes  de  P  conte- 
nant le  même  facteur  ;  et  d'ailleurs  les  autres  parties  de  P 
et  Q  étant  les  mêmes,  on  a  l'identité  P=Q,  ou  régalité  (2). 
C  Q.F.  D. 

Note.  Wariog  parvient  à  cette  identitéà  l'aide  d*une  double 
expression  qui  donne  l'aire  d'un  polygone  inscrit  dans  une 
parabole.  Tm. 


NOTE 

mr  Vintégrak  définie  \  ,       , ,  «  étani  >  0  «/  <  2/« , 

PAA  M.  BXBMOSn, 

docieer  es  scieneM  à  Sinsheim  (  Bade  ). 


Si  la  fonction*—-^  =  <p(x)  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

l<»  «p(x+*»,  i étant  =  Ï^T,  est  0  pour  x=*  =b  oo ,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  y^  et  cette  même  quantité  est  0  pour 
^= 00 ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

2»  Les  racines  de  l'équation  -r-v=0  sont  absolument  les 

mêmes  que  celles  de  l'équation  F(j:)=0  j  on  sait  qu'on  a  alors, 

o^,,  j:.,  ...  oTm  étant  les  racines  (imaginaires)  de  l'équation 
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F(x)  3sO ,  pour  letqadles  le  ooeflicient  de  i(=  \/î)  est  po- 
silif.  Si  cette  éqnalkm  avait  eo  même  temps  les  racines  réelles 
ft,,  a,, ...  il  fandrait  ajouter  à  l'expression  précédente  : 


W\x)  défigoant,  comme  àrordinairc,  la  fooclK»  dérivée 
dr  F(j?].  (Y.  les  Leçon»  de  eakul  iniégraly  par  M.  Moigoe, 
leç.  9  et  SI.) 
Appliquons  maioteoaot  ce  théorème  à  Tiotégr^le  s 

supposant  pi >>0et  <;4,  toutes  iescoDditioosénoDcées  ci-dessus 
seront  remplies.  Les  racines  de  Téquation  1  '\-j:*-{-x^=ù 
^ont  : 

^    .    .    .     «  4"    ,    .     .    4ir 

cos^chi  sm  -  ,    cos-r  ±1  sin--  ^ 
3  3  '  3  3 

donc  on  a  dans  ce  cas  -. 

^'.=cos|+»8in^,  x.=  -cos^  +  isin^; 
d'où  il  suit,  en  appliquant  le  théorème  général  : 


uni 


^^.cosj+sm-) 


(icos^+sin^) 


iï\/*-« 


C0S-+iSin-+2(C0S-+iSin-)      — COS-+tSlD-— 2fC0Sr — **"*ô)    I 


=:irt 


c08((*-l)--»8in(|*-l)^ 

r= 

-3  +  i\/3 


-i)l  cos(^— t)^+tsm(ti- 


3+»V/3 


4 
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4m 


!iirV/3.  C08(f*-i)J-38in(f»-l)î]= 

1t 

Or  on  a  :  Ï^S  =  — -,  donc 


^      .     /T^  ,  .xA  Sic       .     /7C  {X1C\ 


3„  1+jr"+x< 


œs(u-i)~/sîn(y^l)54<x)8Cu~l)^+tsin(.-i;yj^Y:^^ 

d'où  enfin  • 

>0 


r-    Xi»-'rfx     _  _Jr_  ""V3        6  / 


'"<4.  (^) 


Supposons  dans  celte  formule  fA  =  2a,  a'=z,  on  aura  : 
a:(*-*€i^==^^»-*x£?j:=z«-*— ,  donc 

3~T;    ^>0 

Pour  0  s  1 ,  le  second  membre  de  celte  équation  se  présente 
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sous  la  forme  -  ;  sa  valeur  se  trouve,  an  moyen  des  for- 

mules  connues ,  c'est-à-dire  : 

3^3 


/: 


dz  !Slit 


ce  qu'on  peut  aisément  yéri6er  par  l'intégration  directe. 

Mettons  dans  la  formule  (1)  a=^(a  ] ,  zssx^,  oo 

aura  z*-^dz  =  nx»''^dx ,  donc 

r*     x<^^dx     _     2it  "°V3       3n/      >0 

Celte  formule  a  lien  pour  n  entier  et  >0,  et  même  poor  n 
fractionnaire  et  >-  0 ,  pourvu  <]ue ,  dans  ce  dernier  cas ,  on 
n'admette  pour  x*",  x*'' ,  qui  sont  alors  des  puissances  frac- 
lionnaires,  que  leurs  valeurs  positives  et  réelles. 

Pour  a=n^  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  -,  sa 

2it 
valeur  est  alors — ,  c'est-à-dire  : 

3/»J/3 


x^^dx  2ic 


Posons  dans  la  formule  (2)  —  au  lieu  de'  x ,  l'intégrale 

X 

\  q-^^^<"^^fcHrmeraen^^  ^^^,^^^;  donc  on  a: 

3^  i+x'^+jc»"  ~  3o  i+J^*+-^**'*<2»; 
équation  qui  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  a  identi- 
quement : 
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""(3-5;;)       ""(3- 


ait\  •    /***      (2/1  — a)it> 

3Ï»       > 


.   aie  .    (2n — «)« 

8in—  sm- - 

n  n 

DîffftreDtions  l'équation  (2)  par  rapport  à  a,  nous  aurons^: 

"'(3-W'"'-;r+^"°(3-3-^)""«J     ,,, 

SB — -— -.        (4; 

n 

f^x*-Uoir(jc)^ 
Cette  éqaation  aura  Kea  tant  que  l'intégrale  \  — .     ,_■     «ir 

aura  tons  ses  éléments  finis ,  c'est-à-dire  tant  que  la  quan- 

tité     .  \  — x«T\    .   ...  s'évanouira  pour  i = 0  ;  x  pouvant 

1  +  (x+f)*4-(j:+f)'" 

yarier  de  or =0  jusqu'à  X  =  OD. 

a*-*  loir(:c) 
Or  il  est  évident  que  la  quantité  ^_^    ^,  est  finie  pour 

x  étant  ^    .  Supposons  donc  x  =  0 ,  on  aura  à  discuter  la 
quantité  : 

TpH^  - 1+.-+.-  P^"  '^  ' 

qui  est  évidenunent  0  tant  que  x>0;  pour  a=roo  ,  on 

1 
pourra  supposer  x 4- <  =- »  ^  on  aura  : 


7)     MO'.-.—IogW^^,^ 


qui  sera  0  pourvu  qu'on  ait  a<2/i.  11  résulte  de  ces  consi- 
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déra  lions  que  la  fortbole  (4)  a  lieu  pour  ^      ^^  ,  c'est-à-dire 

sous  les  mêmes  conditions  que  l'équation  (2)  d'où  elle  dé- 
rive. 
La  formule  (3)  donne ,  en  différentiant  par  rapport  à  «: 


]o      l-+-Jc"+a:'*      "^Jo    l+:r"4-^  '"<2n. 


(5) 


Pour  n=:a9  on  tire  de  Téquaiion  (1)  : 


i 


°x"-  \of({x)dx 

f*ar*->log(:c)ir 
donc  la  formule  (5)  démontre  que  l'intégrale  \     ^  .    Tj  ^ 

>0 
change  de  signe  pour  a=/i;  elle  est  négative  ponr  « 

positive  pour  ol  \  pour  a=n,  elle  pasde  de  l'infini  né- 

gatif à  l'infini  positif  (*]. 


EXTENSION  DU  THÉORÈME  161  (Voir  p.  114) 
de  M.  Joachimstal  à  la  parabole. 

PAR.  M.  BIlSSITlOV. 


De  même  que  par  les  deux  antres  théorèmes  de  M.  Joa- 
chimstal, l'énonce  donné  n""  161  s'applique  à  l'hyperbole  ; 
mais  dans  la  parabole  il  n'a  plus  de  sens^  tandis  que  celai 
qu'on  lit  à  la  page  1 1 7  du  tome  TU  de  ces  Annales  s'applique 
parfaitement  à  cette  courbe.  Ainsi,  le  théorème  que  noos 
allons  démontrer  est  le  suivant  : 


(*)  On  obtiendrait  une  écoaomie  de  temps,  en  publiak  un  reeaell  de  touiet 
les  intégrales  définies  connaes ,  de  leurs  relations  et  transfomiatioBS,  ainsi  qw 
des  transcendantes  périodiques;  le  tout  rangé  suivant  nn  certain  ordre.  Lequel 
suitre?  Tm. 
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«  La  iomme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs 
de  deu^  normales  comprises  entre  leur  point  de  concours  et 
les  points  où  elles  rencontrent  reclangulairement  la  parabole^ 
sur  les  rayons  vecteurs  de  ces  points,  est  égale  à  la  corde  fo- 
cale parallèle  à  la  droite  qui  les  joint.  • 

1.  Soient  (or',  y)  (x",  jk")  les  coordonnées  des  extrémilés 
d'une  corde  ;  la  longueur  de  la  corde  focale,  parallèle  à  cette 

/y 

première,  est  a^'^x"-k'2p-\--^  (p  est  le  demî-paramètre). 

Cest  le  résultat  d'un  calcul  simple. 

La  distance  du  sommet  de  la  parabole  à  une  tangente  est 
X  cos  i ,  x^  étant  l'abscisse  du  point  de  contact,  i  l'angle  de 
la  normale  avec  le  rayon  vecteur. 

Les  coordonnées  du  point  de  concours  des  deux  normales 
aux  points  {x'y)  (x'y) ,  sont  : 

2.  Ce  qu'il  s'agit  de  prouver,  c'est  quo  : 

r'v" 
ncosi  +  n'  cos  *'  =  j:'  + j:"+  2/?  +^-^. 

P 

Pour  cela,  prenons  encore  les  pumankes  des  points  À  et 
A'  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  la  distance  du  sommet  de 
la  parabole  au  point  N  de  concours  des  deux  normales , 
comme  diamètre. 

L'équatièn  de  ce  cercle  est  x^—ax-^y — Py  =  0;  donc 
les  puissances  sont 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  chacune  de  c^s  puissance^  repré- 
sente «p,,  n^,  /i,n' étant  les  longueurs  AN,  A'N,  p,  et//  Ui 
distances  du  sommet  aux  deux  tangentes. 
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Remplaçant  p,  et  jf  par  leurs  valeurs  j/  cos  »,  x"  cos  i\ 


on  aura 


en  sorte  qae 

y' 4- y" 

Mettant  par  a,p  les  valeurs  qui  sont  écrites  plus  haut,  cette 
expression  devient  : 

Jc'^a^'—2p  —  2af—2x''^^  +  ^p  +  ^^'^^*  = 

=  2i>  +  :c'+  x"+^,  C.  Q.  F.  D. 
P 

3.  Si  la  corde  devient  tangente  à  la  paraixde ,  n  =  n'=  le 
rayon  de  courbure. 

Et  alors  2a  cos  î  =/,  n  =  ^ — :  (/"est  la  longueur  de  la 

2C0SI  ^  ^ 

corde  focale  parallèle  à  la  tangente)   on   bien  comme 

f       P  P 

•^=8-^,  n=-i-y:,  expression  connue  de  la  valeur  da 

2       C08  i  COS   * 

rayon  de  courbure. 

Si  l'on  prend  trois  points  tds  que  les  normales  en  ces  points 
concourent,  la  proposition  énoncée  au  haut  de  la  page  118 
n'est  pas  vraie. 

On  peut  d'ailleurs,  comme  pour  l'ellipse,  calculer  la 
somme  des  projections  des  longueurs  normales  sur  les  rayons 
vecteurs  correspondants. 
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NOTE  SUR  LES  ROSETTES, 


PfofetMar  à  l'éeole  d'artillerie  à  Toulouse. 


J'ai  donné,  dans  un  mémoire  lu  à  l'Académie  de  Touloase, 
diverses  propositions  parmi  lesquelles  j'ai  énoncé  un  théo- 
rème qui  n'est  qu'une  extension  facile  du  théorème  de 
M.  Babinet.  Je  viens  de  lire  dans  les  comptes  rendus  de  Tin- 
stitnt  que  M.  Breton  [de  Champ]  (8  mai ,  p.  494)  avait  fait 
des  recherches  analogues.  Je  vous  prie  d'insérer  la  note  sui- 
vante ,  que  je  vous  avais  déjà  envoyée  en  décembre  1847. 

1"  M.  Babinet ,  dans  un  des  derniers  numéros  des  comptes 
rendus  de  l'Institut ,  a  énoncé  le  théorème  suivant  (27  septem- 
bre 1847,  p.  441)  : 

«  Si  par  un  point  d'une  surface  courbe  quelconque  on 
»  mène  une  normale,  et  par  cette  normale  m  plans  de  section , 

»  faisant  des  angles  dièdres  successifs  égaux     a  via — ,  la 

•  somme  des  courbures  des  sections  normales  au  point 
»  que  l'on  considère,  élevées  chacune  à  la  puissance  — 1, 
»  sera  égale  à  une  constante  multipliée  par  le  nombre  m  des 
»  sections.» 

On  peut  donner  à  ce  théorème  l'extension  suivante  :  «  La 
»  somme  des  puissances  — /»  des  rayons  de  courbure  des  m 
»  sections,  sera  encore  une  constante  multipliée  par  m,  si 
»  2/><m  ;  p  est  entier.  » 

3"  «  Si  à  partir  du  pied  de  la  normale  à  la  surface ,  on 
»  prend  sur  chaque  courbe  des  sections  normales  un  arc  in- 

Aun.  dk  MatiiKm.  Y  11.  l4 
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»  finiment  p^tit  ds^  et  sî  par  le  point  extrême  de  chacon  de 
»  ces  arcs  égaux,  on  mène  une  normale  &  la  surface,  chaque 
»  normale  fera  avec  la  section  qoi  passe  par  son  pied  sur  b 
»  surface  un  angle  infiniment  petit  de  Tordre  ds\  cela  posé, 
»  la  somme  des  puissances  p  de  tous  ces  angles ,  ou  de  lenrs 
»  sinus,  sera  une  constante  multipliée  par  le  nombre  des 
»  sections.  »  (Ce  qu'on  déduit  d'un  théorème  de  M.  Ber- 
trand ,  journal  de  M.  Liouville,  t.  IX,  p.  133, 1844.) 

Des  théorèmes  semblables  en  grand  nombre  se  reneon- 
trent  dans  la  théorie  des  sections  coniques.  Ainsi,  par  exem- 
ple ,  si  par  le  centre  d'une  ellipse  on  mène  des  rayons  quel- 
conques terminés  à  cette  courbe,  faisant  deux  à  deux  des 

angles  égaux  à  —,  on  trouvera  que  la  somme  des  paissanoes 

—  2/?  de  ces  rayons  vaudra  une  constante  multipliée  par  leor 

nombre  si  2p  <C  m* 

Si ,  au  lieu  des  rayons  de  Tellipse,  on  considère  la  longueur 

des  perpendiculaires^  abaissées  du  centre  sur  les  tangentes  et 

2ic 
faisant  entre  elles  successivement  des  angles  —  >  la  somme 

m 

des  puissances  ^p  de  ces  perpendiculaires  vaudra  une  cdn* 

stante  multipliée  par  m. 

De  la  même  manière  on  verrait  que  la  somme  des  puia- 

sauoes  — p  des  cordes  de  l'ellipse  menées  par  un  foyer  et 

2it 
faisant  deux  à  deux  des  angles  — ,  est  une  constante  multi- 

m 

pliée  par  m;  2p<im, 

Un  théorème  analogue  aurait  lieu  pour  une  courbe  du 
degré  2m ,  dont  l'équation  devient 

(a:*+^*)-+  Aa:'*^+  Bx^^+ . . .  +  Sx*+  U  =  0 , 
2ir 

en  menant  sous  des  angles  —  des  rayons  du  centre  à  la 

courbe. 
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tmê.  MoM  dirons  derechef  (twîr  I.  IV,  p.  183)  i|ii'U  |  a 
^M-ffngl-BfxansqiieWariiigadoniiélatliéorieconiplèteiei 
ftMMw.ToIci  le  UlreineAMiMdesoQoavrage  :  Pro|irietateB  al- 
gebraicarQm  cnrTaniiii  ab  Edwardo  Wariog.  M.  D.  malheMOi 
^rofeBsore  Lacasfano»  cantab.  région  societatiB  et  booonieiiftte 
sdentiamm  academî»  socio,  Gaolabrigi»,  MDGGLXXII, 
iù^%  XI ,  193 ,  7  Jonches.  Mais  la  première  édiliott  est 
de  1763.  Os  petit  Tolnnie  lurerme  les  grandes  théories ,  les 
propriétés  générales  des  coarbes  algéhri^aes  exposées  s«l* 
tant  la  yéritabie  méthode  cartésienne,  qui  ne  consiste  que 
dans  l'application  des  théories  éqnationnelles  aux  lignes  géo* 
métriques  et  œ  qui  contraste  si  fortement  avec  tant  de  pro- 
dnctions  modernes ,  TOinmineoses  minuties  dont  la  grosaemr 
rappelle  l'embonpoint  fallacieux  des  hydropiqaes.  Or,  après 
afoir  donné  la  théorie  segmentaire  des  sécantes ,  celle  des 
diamètres  de  dirers  genres  avec  leurs  enteloppes,  des  centres 
avec  h^lirs  lieux  géométriques ,  la  théorie  des  sous-tangentes, 
les  asymptotes,  les  moyens  si  féconds  de  transformatioB,  etc., 
Waring  pose  ce  problème  ;  il  est  le  1 5^»«.  Étant  donnée  l'équa- 
tion de  degré  n  d'o  ne  courbe,  si  de  l'origine  on  mène  des  rayons 
vecteurs  divisant  une  circonférence  décrite  de  cette  origine 
cOknme  centre  en  p  parties  égales ,  trouver  une  équation  qui 
éit  pour  radnes  les/»  rayons  yeeteurs.  La  solution  de  ee  pn^ 
Même  qtl'il  donne,  renferme  implicitement  toute  la  théorie 
des  roHtUi.  En  effet ,  toute  courbe  algébrique  a  pour  équation 
polaire  une  expression  ordonnée  suivant  les  puissances  du 
rayon  vecteur  ayant  pour  coefficients  des  lignes  trigonométtri* 
quesde  l'argument  ;  pour  une  valeur  donnée  derargumenl  «, 
mi  troQTe  la  valeur  correspondante  des  fonctions  symétriques 
de  p  en  fonction  des  mêmes  lignes  trigonométrtqnes,  tt 
Targoment  croissant  en  progression  arithmétique,  conune  il 
arrive  dans  les  rosettes ,  on  sait  évaluer  la  somme  de  ces 
progressions.  Toutes  ces  évaluations,  traduites  en  géométrie, 
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fournisseat  arec  une  extrême  facilité  des  ihéorèmca  en 
nombre:  infini  comme  les  fonctions  symétriqaes  ;  cTeat  on. 
océan  sans  bords  C).  Voici  les  propres  paroles  de  Wariag. 
On  sait  qu'il  a  fondé  là  théorie  des  fonctions  symétriques 
dans  son  onyrage  intitulé  :  MeditaiUmes  algebraieœ^  ayant 
indiqué  diverses  applications  du  problème  XV ,  il  ajoute  : 
faeile  dêduci  pouint  proprietaies  eurvarum  quœ  corret^ 
pondent  mgulis  propariêUmibus  in  noitr;  inédit,  algéb, 
amientis,  amUytica  cumproblema  facile  in  geometriea  Urmu- 
formori  possint  et  vice  versa  (p.  57).  Naguère  M.  BaUnet 
a  annoncé  à  TAcadémic  un  théorème  de  rosettes  sur  les 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  à  une  surface,  et 
séance  tenante  M.  Duhamel  en  a  donné  la  démonstratioo. 
En  effet,  les  théorèmes  découverts  par  Euler  sur  ces  rayons 
de  courbure,  sont  graphiquement  représentés  dans  lestmi»- 
eatrices  de  M.  Dupin;  dès  lors  on  n*a  plus  athire  qu'à  des 
rosettes  formées  par  des  demi-diamèlres  dans  une  conique. 

Le  teste  de  l'ouvrage  de  Waring  est  consacré  aux  pro- 
priétés des  épicydoïdes,  à. la  manière  de  trouver  des  rectiO* 
cations,  des  rayons  de  coorbure,  etc.;  des  propriétés  des 
surfaces,  des  courbes  à  double  courbure,  des  polygones 
inscrits  et  circonscrits  jouissant  de  quelque  propriété  maxi- 
mum et  minimum.  Le  théorème  XX  (p.  105),  si  je  l'ai  bien 
compris,  est  faux;  il  vient  à  dire  que  deux  polygones  régu^^ 
lîeri  d'an  même  nombre  de  côtés  inscrits  dans  une  ellipse, 
ont  le  même  p^'m^^re*  Cette  égalité  ne  subsiste  que  pour  les 
aires. 

On  troave,  p.  118  »  renoncé  d'un  curieux  théorème  sur 
Taire  d'un  polygone  inscrit  dans  une  parabole  conique,  et 
qui  montre  que  l'illustre  analyste  possédait  la  f(»mule  qui 


n  11.  Chaslei  fient  d'insérer  dass  let  Comptes  rendoi  (  n  mai,  p.  ssi  )  une 
(•nie  de  propriétés  de  rosettes. 
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exprime  Taire  d'an  polygone  en  fonction  des  coordcAiièc^, 
des  sommets.  Yoici  le  théorème,  et  pour  fixer  les  idées, 
noos  prendrons  le  pentagone  ABGDE  inscrit  dans  une  para- 
bole d'ApoUonios;  projetons  les  sonmiets  orthogonalement 
sur  une  droite  perpendiculaire  à  Vaxe,  en  a,  &,  c^d^e^  alors 
Faire  du  polygone ,  multipliée  par  le  double  du  paramétre 
principal,  est  égale  à 

ab.bc.ac  -{-  accd.ad  -|-  ad,dt,ae , 
on  bien  aussi  en  conunençant  par  l'antre  bout  : 
ed.dctc^  tc.ch,eb'\-  eb,ba,ea  ; 

c'est  l'identité  que  M.  P.  Serret  a  démontrée analytiqucment 
(p.  199). 

Revenons  aux  rosettes.  M.  Ë.-F.  Auguste,  directeur  d'un 
gymnase  à  Berlin ,  est  auteur  de  ce  théorème  :  Dans  le  plan 
d'un  cercle,  on  forme  une  rosette  de^n+2  rayons  terminés  d 
la  circonfèrefice ,  la  somme  des  rayons  de  rang  pair  est  égale 
à  la  somme  des  rayons  de  rang  impair,  quel  que  soU  le  rayon 
qu^on  prenne  pour  le  premiers  (Crelle,  p.  387,  1837.) 

En  établissant  une  autre  loi  d'accroissement  pour  Vargu^ 
mmt  que  la  progression  arithmétique ,  on  obtient  d'autres 
théorèmes.  Le  plus  célèbre  théorème  de  ce  genre ,  aussi  le 
premier  en  date  et  toujours  le  plus  utile ,  est  celui  de  G6tes, 
généralisé  par  Moivre. 

Ayant  communiqué  dernièrement  le  théorème  de  M.  Au- 
guste à  M.  Breton  (de  Champ),  l'excellent  géomètre  l'a  ainsi 
généralisé: 

«  Si  dans  le  plan  d*un  cercle  on  construit  une  rosette  de 
9  4n+2  rayons  terminés  à  la  circonférence,  la  somme  des 
»  rayom  impairs  élevés  à  la  puissance  entière  quelconque  p,  est 
•  égale  d  la  somme  des  rayons  pairs  élevésd  la  mimepuisêamce^ 
»  tant  que  Fon  a  p<4n-f-â ,  p  étant  impair, 

»  Et  plus  généralement ,  pour  une  rosette  de  %n  rayons  ;  ia 
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9  9(mme  dei  jmtiiattcei  p  ile  ces  rayom  €$l  comkw^iç  hrsfue  c^e 
9  roseite  loiime  autour  de  son  centre ,  tant  ^  l'an  a  p<ISat 
»  cette  eomme  est  nulle  quand  p  est  impair.  (Le  mot  somme  est 
»  pris  ici  danslo  sens  slg&rique.) 

•  Gela  tient  à  ce  que  l'équatioii  c|u  cercle  ei^prime  Jc^-^y 
»  ^  faction  d'un  (rindme  de  premier  degré  en  j:,  ^  ;  il  est 
»  bien  entendu  que  le  théorème  de  Moirrc  est  riqstromfUPil^e 
»  dénM>nstration. 

»  Si  Ton  prend  une  courbe  dont  l'équation  soit  de  cette 
»  forme  : 

(x'+y)*+  U2BM-I  +  aaip-a  +  ...  «a  +  ai  +  1I4,  =  0 ; 

»  ui  étant  un  polynôme  quelconque  entier,  rationnel  et  hono^ 
»  fènede  degré  i  en  x,  y^  on  aies  mêmes  propriétés  que  pour 
»  le  oerde ,  à  cette  seule  différence  près  que  le  degré  des  fooe- 
»  tions  qui  demeurent  constantes  comporte  d'autres  limites* 
»  La  lemniscate,  dans  laquelle  le  produit  des  distances  de  son 
»  point  I  deux  points  fixes  est  constant ,  a  précisément  ime 
»  équation  de  cette  forme  et  se  prête  à  des  énoncés  ou  la  limite 
»  de;»  n'est  que  la  moitié  de  celle  du  cercle.  » 


THÉORÈMES  NOUVEAUX. 

Sur  le  quadrilatère  et  le  pentagone  inserit^  d  une  cpfiijrKa. 

9AB,  at.  9AU&  aaaasT. 


Tkéêréme  I.  Soit  ABGD  un  quadrilatère  inscrit  i  une 
conique.  Arec  ses  quatre  sommets  pris  trois  à  trois,  on  peut 
former  quatre  triangles.  Soit  ABC  l'un  de  ces  triangles  »  en 
aonmet  restant  D  menons  trois  droites  conjuguées  aox  trois 
cAtés  du  triangle;  elles  les  rencontrent  en  trois  points  M , 
N ,  P  situes  sur  une  mémo  droite  h.  Faisant  la  mAme  con- 
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fttruGtion  pour  chacun  des  trois  autres  systèmes  formés  d'an 
triangle  et  d'un  point ,  nons  aurons  en  tout  quatre  droites 
telles  qne  L,  or  ces  quatre  droites  se  coupent  an  même 
poântP. 

Thiarime  IL  Soit  ABCDE  un  pentagone  inscrit  à  une 
OQDÎqae;  avec  les  cinq  sommets  pris  qua(ve  à  quatre,  on 
peut  former  cinq  quadrilatères  inscrits  ;  dans  chacun  d'eux 
on  construit  le  point  P  du  tl^^rème  précédent ,  ce  qui  donne 
cinq  points  P  ;  ces  cinq  points  P  sont  situés  sur  une  même 
conique  semblable  à  la  première  et  sçmblablemcnt  placée , 
le  rapport  de  similitude  de  la  1'*  à  la  2*  étant  celui  de  2  à  1. 

Détnonstraiion  du  Théorème  L    ^ 

I.  LnniB  I.  —  Théorème.  Pour  abréger  le  discours ,  nous 
appellerons  j)oîfi^  de  rencontre ,  dans  un  triangle  inscrit  à  me 
conique,  le  point  commun  d'intersection  des  trois  droites 
qui,  partant  des  sommets,  sont  conjuguées  respectiremeiit 
aux  côtés  opposés.  —  Soit  ABC  un  triangle  inscrit  à  une  co- 
nique ,  0  un  point  quelconque  de  la  conique ,  et  H  le  poim 
de  rencontre  (par  rapport  à  la  conique  )  ;  par  O  menons  aux 
trois  côtés  du  triangle,  des  droites  conjuguées  les  rencon- 
trant en  trois  points  situés  sur  une  droite  L  ;  joignons  OH  ; 
la  droite  L  passera  toujours  par  le  milieu  de  OH. 

Démmstraiion.  La  marche  que  je  vais  suivre  permettra  de 
démontrer  à  la  fois ,  par  un  même  calcul ,  et  le  lemme  actuel , 
et  le  théorème  déjà  démontré  (Y.  Annalee^  II,  268)  que 
les  trois  points  de  rencontre  des  droites  conjuguées  passant 
par  0  avec  les  côtés  du  triangle  inscrit,  sont  trois  points  si- 
tués en  ligne  droite. 

Problème  [fig.  43).  Par  deux  des  sommets  B,  A  d'un  trian- 
gle ABC,  on  mène  aux  côtés  opposés  AC^BC,  sous  des  direc- 
tions données  m,  n,  deux  droites  qui  secoupent  cnH  {  trouver 
sur  le  plan  du  triangle  le  li«u  des  points  0  tel  qu'en  menant 
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par  ce  point,  sous  les  mêmes  directioQS  m,  n,  des  .droites 
Ok\  OB',  aux  côtés  AC,  BG,  e(  joignant  A'fi',  cette  deraîèie 
droite  passe  par  le  milieu  de  OH. 

SoltUion.  Soit  0  (a,  6)  un  des  points  du  lieu  cherché; 
CAssra,  GB  =  fr;  CA,  GB  étant  pris  pour  axes  des X et  des 
^.  Soient  «r,,^,;  x,,  j^,;  les  coordonnées  des  deux  pointa 
H  et  M  milieu  de  OH  $  on  aura  : 

Hi-ï,— - — -,  •^'— ■";; — z"» 

On  trouve  d'ailleurs  pour  l'équation  de  A'B'  : 

{A'B'j    (!)  (w»— «jjK+'wCS— ««).^«{ma— €)(6— ««). 

Exprimant  que  les  coordonnées  du  point  M  satisfont  à  l'é- 
quation (1) ,  nous  arriverons,  en  simplifiant  et  en  divisant 
tout  par  le  facteur  n-^m,k  cette  équation  du  lieu  cherché  : 

(2)  y*-^2n,xy'\'mn.x^ — by^ax^sO^ 

donc  le  lieu  cherché  est  une  conique  circonscrite  au  triangle 
ABC. 

Or,  je  dis  de  plus  que  les  droites  OA',  OB',  dont  les  direc- 
tions respectives  sont  m  et  n ,  sont  respectivement  conju- 
guées aux  côlés  AG ,  BG  par  rapport  à  la  conique  (a) ,  lien 
des  points  0. 

On  a  en  effet,  entre  les  directions  de  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  à  une  conique  A^-f- ....  +  F  «  0 ,  la  re- 
lation (t.  I,p.  495}  : 

2A/;j  +  B(;iH-y)  +  2G  =  0; 

d'où  î{2A/i+B}=~{2G  +  B/ij  i 

„  •  Bp  +  X 

^  2Ap  +  B 
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Faisant  dans  cette  formule  /?  =  0  pour  avoir  la  direction  de 
la  droite  conjuguée  à  Taxe  des  x^  ou  à  GA ,  nous  trouTona  : 

2C  2mn 

^ — ■w=-^^='^ 

Faisant  /?  =  oo  pour  aToir  la  direction  de  la  droite  con* 
juguée  à  GB  axe  des  j^,  nous  trouvons  : 

B       2n 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  Si ,  par  un  point  O  quelconque  d'une  conique 
circonscrite  à  un  triangle  ABC ,  on  mène  deux  droites  OA', 
OB  conjuguées  à  deux  des  côtés  A£,  BC  de  ce  triangle, 
qu'on  joigne  A'B'  ;  cette  droite  passera  constamment  par  le 
milieu  de  OH ,  H  étant  le  point  de  rencontre. 

Corollaire.  Abaissons  aussi  OC'  conjuguée  au  trqisième 
côté  AB.  On  verrait  de  même  que  la  droite  A'C  doit  passer 
par  le  milieu  M  de  OH  { car  GH  sera  conjuguée  à  AB }  •  Donc 
le  point  G'  se  trouve  sur  la  droite  A'M,  comme  le  point  B\ 
Donc  les  trois  points  A',  V,  G  sont  en  ligne  droite. 

C'est  le  théorème  t.  II ,  p.  268  ;  et  le  lemme  I  se  trouve  dé- 
montré. 

ObeermHon.  Le  théorème  qui  fait  l'objet  du  lemme  1  est 
compris  implicitement ,  et  pour  le  cas  particulier  du  cercle 
seulement,  dans  renoncé  d'un  théorème  de  M.  Steiner  sur  le 
quadrilatère  (Gergonne,  XIX,  38, 1828). 

2.  Lbiiiie  II.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit  à  une  co- 
nique ;  les  quatre  sommets  pris  trois  à  trois  donnent  quatre 
triangles  ABC,  ABD,  ACD,  BCD.  Soient  D',  G',  B',  A'  ces 
quatre  pointe  de  rencontre.  Les  deux  quadrilatères  ABCD , 
A'B'C'D^  sont  égaux  et  ont  leurs  côtés  homologues  parallèles. 

Démon$iration..Ce\\e  de  M.  Mention,  t.  IV,  p.  654,  pour  le 
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cas  particulier  du  cercle^  s'applique  sans  aucune  modification 
au  cas  général. 

3.  Venons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  I. 
Soient  Ld^  Le,  1.6,  La  les  droites  L  relatives  aux  systèmes 

suivants  formés  d'an  triangle  et  d'un  point  :  ABC,  D  ;  ABD,  €  ; 
ACD,B;BGD,A. 

D'après  le  lemmc  I ,  la  droite  hd  passe  par  le  milieu  de  DD'. 
Id.  Le  id.  ce. 

Id.  Lb  id.  BB'. 

Id.  La  id.  AA'. 

Mais,  d'après  le  lemme  II,  les  deux  quadrilatères  ABGD, 
A'B'C'D'  ont  leurs  côtés  homologues  AB,  AV,  BG,  VC... 
égaux  et  parallèles,  et  d^aillmrs  de  gens  contraire;  donc,  à 
cause  des  propriétés  connues  du  parallélogramme,  les  quatre 
droites  DD',  CC,  BB',  AA'  se  coopent  deux  à  deux  en  leur 
milieu  en  un  même  point  P  -,  donc  les  quatre  droites  La,  L6, 
Le,  Ld  passent  par  le  même  point.  C.  q.  f.  d. 

Oh8êrî)aH(m  L  Ce  point  P  est  le  centre  de  similitude  in- 
verse des  deux  quadrilatères  ABGD,  A'B'C'D'. 

Obiervatifm  IL  II  est  toutefois  important  de  remarquer 
que  les  deux  quadrilatères  ABGD,  MVGV  seront  inverse- 
ment situés  ;  et  pour  cela  il  suflBra  de  s'assurer  que  leurs 
c4tés  homologues  AB ,  A'F,  par  exemple ,  sont  de  sens  con- 
traire ;  ce  que  l'on  pourra  faire  par  (tes  omsidération^  géo- 
métriques très-simples. 

Démomtration  du  Théorème  IL 

4.  Considérons  les  deux  quadrilatères  dont  les  sommets 

sont: 

A,B,C;  D;        et        A,B,Ci  E. 

Soient,  pour  chacun  de  ces  quadrilatères ,  c  et  ^  les  points 
P  4a  fbéorème  précédent  ;  et  soit  H  le  point  de  rcnooiitra  des 
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trob  droites*«e»juguées  aax  trois  o6tés  du  triangle  ABC  ; 
d'aptét  le  théorème  I  déjà  démontré,  le  point  f  sera  au  mi- 
lieu de  DH  \  ]e  point  9  au  milieu  de  DH  ;  donc,  enBn ,  la 

droite  f^  est  parallèle  à  DE  et  égale  h  -  DE. 

Soient  de  même  7,  8,  a  les  trois  autres  points  P  relatifs 
aux  antres  quadrilatères  formés  avec  les  sommets  du  penta- 
gone inscrit  ;  on  yerra  de  même  que  : 

^  est  parallèle  à  DG  et  égal  à -DG  ; 

-fi         «.  àÇÇ       id.        ICB; 

€a        id.         àBA      id.        |BAi 

(u         id.  h  AC      id.        -  AC. 

2 

Beac ,  enfli ,  le  pentagone  aSyh  formé  avec  les  cinq  points  P 
deseinq  quadrilatères  sera  semblable  an  polygone  ABGDE  ; 
ees  deux  polygones  ayant  de  plus  leurs  côtés  homologues 
parallèles,  et  le  rapport  linéaire  de  similitude  de  u^Si  k 
ABGUE  étant  eélut  de  1  k  2.  Donc  ce  pentagone  oéy^t  pourra 
être  inscrit  dans  une  conique  semblable  h  la  conique  circon- 
scrite k  ABGDE  et  semblablement  placée  ;  le  rapport  de  si- 
militude de  cette  dernière  k  la  première  étant  celui  de  2  k  1 . 
C.  q.  f.  d« 

5.  ThicTéme  IJI.  Soit  ABGD  un  quadrilatère  inscrit  k  une 
conique.  Construisons  le  quadrilatère  A'VCV  du  lemme  II  ; 
il  sera  inscriptible,  comme  le  premier,  dans  une  conique  ho* 
raothétique.  Des  points  A  et  A'  abaissons  respectiTement  des 
droites  conjuguées  aux  côtés  des  deux  triangles  correspon- 
dants BGD  et  B'GV.  Les  six  points  dlntersection  de  chaque 
côté  avec  la  droite  eonjuguée  correspondante  sont  six  points 
en  ligne  dfioUç. 
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QUESTION  nr  (ftw). 


Qud  e$i  le  plus  grand  angle  que  Von  puisse  inscrire  dans  un 
segment  donné  éPune  courbe  du  second  degré  ?  (T.  I,  p.  laS.) 


WAVL  M.  BBXTOW  (HaOBAICP), 
iDgénioar  des  ponts  et  chaussées. 


Solution.  Sur  la  corde  AB  (*)  da  segment  décriYons  une 
ciroonférenoe  qui  touche  la  courbe  en  M,  il  est  visible  qne 
Tangle  AMB  est  Tangle  cherché.  Car  tous  les  angles  inscrits 
dans  chacnn  des  segments  de  cercle  séparés  par  cette  corde 
sont  égaux  entre  eux ,  et  tout  angle  ayant  son  sommet  inté- 
rieurement ou  extérieurement  est  plus  grand  ou  moindre. 
D'ailleurs  tous  les  points  du  segment  de  courbe  donné  sont  A 
la  fois  intérieurs  ou  extérieurs  au  segment  correspondant  de 
la  circonféreûce^tangente,  attendu  que  le  nombre  des  pointe 
communs  aux  deux  courbes  ne  peut  excéder  quatre ,  y  com- 
pris A  et  B.  Or  quand  un  arc  de  cercle  tangent  à  une  coni- 
que passe  de  l'intérieur  à  l'extérieur  de  celle-ci,  il  y  a  osca- 
lation,  ce  qui  équivaut  à  trois  points  conmiuns;  doncroaco- 
lation  ne  peut  exister  qu'en  A  ou  en  B;  donc,  ce  cas 
excepté^  l'angle  AMB  est  maximum  ou  mîmmum. 

Consiruction.  Pour  déterminer  le  point  M ,  je  rappellerai 
que  les  diverses  cordes  d'intersection  d'une  conique  avec  le$ 
circonférences  qui  la  touchent  en  un  même  point  sont  paredUles 
entre  elles  (**)  ;  de  plus ,  on  aperçoit  sans  peine  que  la  direc* 
tion  de  la  tangente  commune  et  celle  des  cordes  d'intersection 

(*)  Le  leeteur  est  prié  de  ? euloir  bien  ftire  la  flgare. 

(**)  Teir  la  démonsiration  de  ceUe  propriété ,  t.  Il,  p.  7t  et  suit. 
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pont  sjmétriques  Tune  de  l'aalre  relativeaient  aux  aies 
principaux.  Donc ,  n  des  poinU  de  la  ecurbe  donnée  où  la 
tangenU  est  parallèle  d  AB,  on  abaisse  des  perpenJUeulaires 
sur  ces  axes  et  qu*on  les  prolonge  d^une  longueur  égale  à 
eUes-mimeSj  les  points  ainsi  obtenus  seront  les  sommets  des 
angles  maximum  ou  minimum. 

Discussion.  Les  sommets  ainsi  déterminés  seront  donc  les 
mêmes  pour  tous  les  segments  formés  par  des  cordes  paral- 
lèles entre  elles,  il  n'y  a  plus  qu'à  distinguer  les  cas  de 
maximum  et  de  minimum. 

Parabole.  Il  n'y  a  évidemment  qu'un  seul  sommet  d'angle 
maximum  ou  minimum.  Quand  ce  sommet  tombe  dans  le  seg- 
ment donné ,  Tare  de  courbe  est  renfermé  tout  entier  dans 
le  segment  correspondant  du  cercle  tangent  ;  l'angle  obtenu 
est  donc  un  minimum.  Il  est  au  contraire  un  maximum 
quand  ce  sommet  tombe  hors  du  segment  donné,  car  les 
branches  de  la  parabole  sont  nécessairement  extérieurs  au 
cercle  tangent. 

Hyperbole.  Les  sommets  obtenus  sont  toujours  sur  des 
branches  différentes. 

Pour  la  branche  à  laquelle  appartient  le  segment,  même 
conclusion  que  pour  la  parabole.  Pour  l'antre  branche , 
l'angle  obtenu  est  toujours  un  maximum. 

A  peine  est-il  besoin  de  faire  dl)server  que  la  construction 
d-dessnsest  impossible,  si  lesextrémités  de  lacorde  qui  ferme 
le  Briment  ne  sont  pas  toutes  deux  sur  la  même  branche. 

Ellipse.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  segment  donné 
est  une  demi-ellipse  terminée  à  un  diamètre  quelconque.  Si 
le  sommet  que  l'on  considère  tombe  dans  celui  des  angles 
formés  par  des  diamètres  conjugués  égaux  qui  renferme  le 
petit  axe,  l'angle  est  un  maximum;  c'est  ce  qu'on  ▼ériflt 
\  difficulté. 

Si  le  sommet  tombe  dans  l'angle  des  diamètres  conjugués 
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égaux  qot  renferme  le  grand  axe,  Tahgle  est  nn  minimum. 
Considérons  présentement  lés  cordes  parallèles  an  dia- 
mètre eboisi  ;  les  conclosions  ci-dessus  subsisteront  encore 
pour  toutes  les  cordes  comprises  entre  les  deux  sommets.  Et 
si  Ton  suppose  qu'une  corde  se  meuve  parallèlement  à  elle- 
même  et  que  Tun  des  sommets  passe  d*un  côté  à  l'autre  de 
cette  corde,  l'angle  correspondant  de  maximum  deviendra 
minimum,  et  réciproquement. 

Remarque.  Il  suit  de  là  que  dans  le  cas  ou  un  segment 
d'ellipse  renferme  à  la  fois  deux  sommets ,  l'un  donne  un 
angle  maooimum  et  le  second  un  angle  minimum,  ce  qui 
s'accorde  avec  ce  principe  général  que  dans  toute  fonction 
continue  le  maximum  et  le  minimum  se  succèdent  alternatî- 
yement. 


THÉORÈME  DE  STATIQUE  DE  MINDIIfG 
$ur  le  plan  central  et  Vaxe  centrai.  (V.  p.  183.) 

9ABL  M.  l>SX.A]>feBliSat , 

Proffli 


LBlMm.  fitant  donné  nn  système  de  forces  tuiralMei  P,  1^ 
appliquées  en  difiérents  points  invariablement  liés  entre  eut, 
M  les  décompose  chacune  en  trois  autres  X,  X',...  Y,  f,... 
i^  ZS...  parallèles  à  trois  directions  fixes,  en  conservant  les 
mêmes  points  d'application  A,  A',...  et  l'on  obtient  ainsi 
tfoia  nonveattt  systèmes  de  forces  parallèles ,  ayant  chacun 
même  centre  de  forces  parallèles  que  le  système  proposé  ; 
car  si  l'on  considère»  par  exemple,  le  système  des  forcél 
%i  X',...  on  voit  que  les  forces  X ,  X'...  qui  le  composent 
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80Dl  proportionnelles  aux  forces  P.  F,...  puisque  d'fl))rèi  fal 
oonstractiou  employée  pour  effectuer  la  décomposition ,  les 
triangles  PAX,  FAX  sont  semblables;  et  l'on  sait  que 
lorsque  des  forces  parallèles  tournent  autour  de  leur  point 
d'application  en  restant  parallèles  et  conservent  des  râleUrs 
proportionnelles  à  leurs  valeurs  {nrimitives,  le  centre  du 
flfsttoie  ne  change  pas. 

Théorème  L  Un  système  de  forces  F,  P'...  quelconques 
appliquées  en  diffi&rents  points  A ,  AV*-  liés  entre  eut  d'uue 
manière  înTariable,  étant  donné,  on  décompose  chaque 
fOTce  en  son  point  d'application  en  trois  autres  forces  respee- 
tivement  parallèles  à  trois  directions  fixes ,  ce  qui  donne 
trois  systèmes  X,  X'....  Y»  ¥',.••  Z,  Z'...  de  forces  parallèles, 
ayant  chacun  un  centre  de  forces  parallèles  $  quelles  quesoient 
les  directions ,  les  trois  centres  G ,  G',  C/'  sont  dans  un  |dan 
inyariable ,  auquel  on  donne  le  nom  de  flan  eewfral. 

DémamimUian.  Effectuons  une  première  décomposition  du 
système,  et  menons  le  plan  des  trois  centres  G»  G',  G". 

Remarquons  ensuite  que  pour  effectuer,  suivant  d'autres 
axes,  une  deuxième  décomposition  des  forces,  il  suffit  pour 
chaque  force  P  de  décomposer  ses  trois  composantes  X , 
Y,  Z,  chacune  selon  les  trois  nouvelles  directions,  ce  qui 
donnera  neuf  systèmes  de  forces  parallèles.  Soient  A.,  A,, 
A,  les  composantes  de  X;  B„  B,,  B,  celles  de  Y;  G., 
G.,  G,  celles  de  Z;  A',,  A'.,  A',  celles  de  X',  et  ainsi 
de  suite  ;  les  systèmes  A, ,  B. ,  G,  auront  même  centre  G 
que  le  système  X  d'après  le  lemme  ;  de  même  les  systèmes 
K^  B.,  G.  auront  même  centre  G'  que  le  système  Y,  et  enfin 
les  systèmes  A,,  B,,  G,  auront  même  centre  G"  que  le  sys- 
tème Z  ;  donc  les  centres  de  tous  les  systèmes  seront  dans  le 
plan  G  G'  G".  Mais  puisque  les  centres  des  trois  systèmes  A„ 
B„  G.,  qui  sont  parallèles ,  sont  dans  le  plan  G  G' G",  il  en 
sera  de  même  du  centre  G.  du  système  composé  de  ces  trois 
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sjslèines,  lequel  est  le  centce  du  système  X,.  D*aprèsles 
principes  connus  sur  la  composition  et  décomposition  des 
forces ,  on  prouverait  de  la  même  manière  que  les  oenires 
6',,  G".*  des  systèmes  Y.  et  Z.  sont  dans  le  plan  G  G' G"; 
donc /etc. 

Théorème  IL  On  fait  la  décomposition  indiquée  (théo- 
rème I)  de  façon  que  Tune  des  forces  soit  perpendicokire  au 
plan  central,  et  que  les  deux  autres  X  et  Y  lui  soient  paral- 
lèles; de  quelque  manière  que  se  fasse  la  décomposition,  les 
centres  G,  G'  des  systèmes  X,  Y  sont  toujours  sur  pne  même 
ligne  droite,  située  dans  le  plan  central  et  appelée  ligne 
centrale. 

Démonstration.  Remarquons  d'abord  qu'on  pourra  effec- 
tuer la  décomposition  des  forces  P  en  X,  Y,  Z,  en  les  décom- 
posant d'abord  chacune  en  deux  forces,  dont  l'une,  qui  sera 
invariable  dans  tous  les  systèmes  de  décomposition ,  sera  Z , 
et  l'autre  Q  sera  dirigée  selon  l'intersection  du  plan  ZA.Q  avec 
un  plan  mené  par  le  point  A ,  parallèlement  au  plan  central , 
puis  en  décomposant  chaque  force  Q  en  deux  autres  X,  Y, 
parallèles  au  plan  central. 

Maintenant  les  systèmes  X  et  Y  auront  leurs  centres  G  et 
G'  dans  le  plan  central  ;  menons  la  droite  G  G';  pour  effec- 
tuer une  nouvelle  décomposition  des  forces  Q...  selon  deux 
nouvelles  directions ,  il  suffit  de  décomposer  leurs  compo- 
santes X  et  Y  selon  les  deux  nouvelles  directions,  on  aura 
ainsi  quatre  systèmes  de  forces  parallèles  qui  seront  paral- 
lèles deux  à  deux ,  et  par  un  raisonnement  en  tout  semblable 
à  celui  dont  on  a  fait  usage  ci-dessus ,  on  prouvera  que  les 
centres  dies  deux  nouveaux  systèmes  sont  sur  la  droite  G  G'. 

Remarque.  Ce  théorème  est  vrai  quand  même  la  compo- 
sante non  parallèle  au  plan  central  ne  lui  est  pas  perpendi- 
culaire ;  il  suffit  qu'elle  soit  parallèle  à  une  direction  fixe , 
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aenleiiieQl  on  n'a  plu9  la  lifçne  centrale  pour  la  ligne  conte- 
nant les  centres. 

Ghtervcitiom.  Si  les  trois  centres  conjugués  G,  G',  G"  son! 
sur  une  même  droite,  ils  restent  toujours  sur  cette  droite 
quels  que  soient  les  axes ,  et  1<i  position  du  plan  central  est 
indéterminée. 

Si  les  trois  centr(?s  se  confondent  en  un  point ,  la  coïnci- 
dence en  ce  point  aura  lieu  pour  tous  les  axes. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  suppose  que  le  Système  n'est 
pas  en  équilibre  et  ne  se  réduit  pas  à  un  couple. 


REMARQUE  SUR  LA  QUESTION  161. 

(  Théorème  Joachimihal ,  p.  114.) 

VAK  M.  XisassomE , 

ProfeMPor  à  la  Faculté  de  RordrauT. 


Dans  les  équations  np  +  n'p=zfid*  et  «i'  +  «>'+«y+ 
+  »">'"=  const.s:  2  {a*+^^0  relatives  à  Fellipse  ay+ 
-|.  6V  =  a^ÂS  on  reconnaît  de  suite  que  les  facteurs  a»  n* 
pouvant  devenir  aussi  grands  qu'on  voudra ,  du  moins  pour 
la  première  équation ,  les  produits  n/y,  n'p',  n"p'\  n'y  ne 
sont  pas  essentidlement  positifs.  Gela  tient  à  ce  que  p ,  qui 
n'est  autre  chose  que  la  projection  du  rayon  central  AO  sur 
la  normale  AN ,  peut  tomber  sur  AN  ou  sur  son  prolonge- 
ment ;  de  là  une  discussion  nécessaire  pour  déterminer  les 
signes. 

Pour  plus  de  généralité,  prenons  la  surface  à  centre 

|-y -|--»  =  1 .  Le  plan  tangent  en  A  (x,  y,  z)  ayant  pour 

Anii.  M  M\Tii«v.  Vil.  15 
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éqaalion,  en  représentant  par  X ,  Y,  Z  leA  coordoritiM  roth 

Xx      Yv       Zz 
rantes H  -r-  H =  1 ,  il  en  résultera  : 

a         b    *     c 


P  — 


\/g+?+ii 


De  même ,  la  normale  en  A ,  ayant  pour  équation 
X  — X  _  Y—y  _  Z  — z 

abc 

Si  l'on  représente  par  «,  ^ ,  7  les  coordoonées  d'un  poiat 
N  de  la  normale  en  A,  en  posant  de  plus  AN  =  /i ,  on  aara: 

et  par  conséquent^ 

X — a  ^_y — j3 z — 7 zhn 


abc         y/  '^'^'P'^'c 


•  ±npz=:u\ 


de  là  encore  ; 


X  _    «  r  _     i^  g_    7 

a       â — M*       b      b — x^      c 


e^^u 


ce  i|ui  chanfçe  l'équation 


a    '    b    '    c 


^  ^y  ci"     _ 

OU  bien  encore  : 

Doue 

!•  La  somme  des  w  ou  di  np  es(  constante 


Digitifidby  Google 


—  â«7  - 
â^  Le  pmdait  en  «  re$iB  le  mém»  (nat  ^ue  le  peiot  N  «e 
trouve  sur  une  surface -+^ +1  =  K  concentrique  et 

semblable  à  la  surface  donnée. 
On  demande  une  discussion  com)|>1éte  de  l'équation  {a). 
En  rapportant  la  contque  à  centre  à  deux  axes  obliques 
tangents  à  la  courbe  aux  points  A  et  A',  on  trouve  très-sim- 
plement np±:n'p'^2b\  Le  signe  est  mis  en  évidence.  Comme 
6"  est  <  ou  fct  a%  puisque  np  petit  surpasser  2a%  ilfliuthien 
que  te  terme  n'p'  puisse  devenir  négatif.  Le  signe  —  se  pré- 
sente (}uand  N  est  hors  de  l'ellipse.  Même  démonstratMni 
pow  rhytAtiK>Ie. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE. 

Question  proposée  comme  sujet  de  composition  pour  V  École 
polyUchnique  en  1847  (V.  t.  VI ,  p.  327), 


9JkA  M.  &■  OAULAIB, 

éléf  e  dv  collège  de  La  FJécbe. 


V  {fit.  34)  Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC  on  i 
une  droite  quelconque  ;  des  points  B  et  C  on  abaisse  les  per- 
pendiculaires BP,  CQ ,  trouver  le  lieu  des  points  M  de  ces 
droites  pour  lesquels  : 

ÂM^  =  AP  X  ÂQ. 
En  empioyiQt  lés  coordonnées  pohires ,  la  solution  et  ce 
problème  est  d'une  extréfrie  simplicité.  Prenous  AG  pouraxe 
polaire;  la  droite,  menée  à  volonté  par  le  point  A,  estdéter- 
tniaèe  par  l'angle  9  qu'elle  fait  avise  AG ,  et  les  points  B  et  € 
par  Irâts  «stances  ^  et  6  au  point  A  dans  des  dfreettets 
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fixes;  le  point  M  aora  pour  coordonnées  Tangle  •  et  la  lon- 
gueur variable  o  correspondante.  Gela  posé,  on  vent  avoir  • 

Â5P  =  AP.AQ; 

or  AP=:izsin6,  AQ=6cosO. 

L'(^nation  du  lieu  demandé  est  donc 

p'  =  ^j68in6cos6, 

La  discussion  de  cette  équation  est  facile.  D'abord  on  voit 
que  sinO  cosG  doit  être  positif;  donc  la  courbe  n'existe  que 
dans  les  intervalles  où  le  sinus  et  le  cosinus  de  6  sont  de 
même  signe ,  c'est-à-dire  dans  l'angle  droit  BAC  et  dans  son 

opposé  par  le  sommet ,  et  nullement  dans  les  angles  BAC  et 

CAB'  ;  outre  que  cela  est  d'accord  avec  l'énoncé  même ,  la 
seule  inspection  de  la  figure  rend  cette  conclusion  évidente. 
En  second  lieu ,  la  forme  même  de  l'équation  montre  que 
toute  valeur  positive  de  p  correspond  à  une  valeur  négative 
parfaitement  égale  et  située  sur  le  prolongement ,  d'où  il 
suit  que  le  point  A  est  un  centre  de  figure  et  de  symétrie , 
de  sorte  que  la  connaissance  de  la  branche  comprise  dans 
l'angle  BAC  suffira  pour  que  la  courbe  soit  complètement 
explorée;  cette  branche  elle-même  étant  symétrique  par 
rapport  à  la  bissectrice,  puisqu'à  chaque  couple  (sinO,  cosG) 

correspond  le  couple  équivalent  (cos6',  cos&%  ô  étant  <T9 
et  tf  «  6  -)--.  Faisons  donc  croître  6  de  0  à  ^^  alors  »  crott 

de  0  à  ^,  et  par  conséquent  aind  cosG  =  ^^^ ,  croit  de  0 

1 
à  -,  et  croit  par  degrés  continus.  La  courbe  passe  donc  par 

le  point  A ,  est  continue  et  s'éloigne  de  plus  en  plus  du 
point  A  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  bissectrice  eu  D. 
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D'après  ce  qui  précède»  sa  forme  est  donc  maiotenAnt  com- 
plètement déterminée;  poar  acheva  de  dissiper  toate  incer- 
titude, il  suffit  de  cherctier  la  direction  de  la  tangente  en 
qudqaes  points.  En  appelant  9  l'angle  qu'elle  fait  avec  le 
rayon  vecteur,  on  sait  qu'elle  est  déterminée  par  la  for- 
maie  tanga  =  •^,  p'  étant  la  dérivée  de  p  ;  or  la  dérivée  de 
? 

ab    . 
m  2Ô  est  2cos  20 ,  donc  on  a  à  la  fois  p'  =  -7  s»"*  2«5 

'It!  =z  ab  cos2e ,  00  -Ç  =  lang  20  ;  ainsi  lang  a  =:=  tang  26.  On 
trouve  ainsi  le  tableau  suivant  : 

6  =  0  0  =  1  6=|, 

TT 

01  =  0  *~ô  a=0. 

La  couri>e  est  donc  tangente  en  deux  côtés  de  l'an- 

gle BA.G,  et  en  D  à  une  perpendiculaire  à  la  bissectrice. 

Note.  C'est  une  lemniscate  de  BernouUi  -,  Téquation  de 
l'hyperbole  étant  2x^  —  ^6  =  0.  (V.  t.  IV,  p.  427.)    Tm. 


AIRE 

du  quadrikUire  drcanêcriptibU. 

VAA  M.  J.-G.  DOSTOa  . 

Doctoar  es  sciences  maUkémaUqaes. 


Dans  tout  quadrilatère  circouscriptible,  les  c6tés  forment 
la  relation 

de  laquelle  on  déduit 

a'—  6'4-  c'—  rf'=  '2bd  —  làac. 
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SoliittiQanI  cette  valeur  dans  la  Airnule  i|e  l'aire  duo 
qoadriUlère  quelooiiquc  (*),  ol  faisant  soptir  lo  faetear  4de 
desson»  1«  radical,  on  obtient  : 

Q  =  -  y(mn  -\- ac  —  bd)  [mn  —  ac  -f-  ùd) , 

pour  rc](pres$ion  de  l'aire  d'an  quadrilatère  circonscriptibie. 
Soient  a,  a";  b\  b";  c\  c";  d\  d"  les  segments  des  côtés 
respectifs  formée  par  Içs  points  de  contact,  de  sop(e  qne 

a"  =  b',  b"  =  c\  c"  =  d\  d"==a\ 
et 

ac^bd^  {a  +  a")  (c'+  c";  -•  «i'+  6")  (c'+.  O . 

Développant  le  second  membre ,  ot  observant  qne  )es  égali- 
tés précédentes  donnent  ; 

rtV  — A'rf',  b"dr=a'c\ 
et 

rtVriiW,  a'c"  =  ad\  l/d"=i€ia!\  ab"=c'(f\ 

on  trouve ,  en  substituant  et  en  réduisant  : 

Lorsque  le  quadrilatère  circonscriptible  est  en  même  temps 
inscriptible ,  on  a  le  prod^tt  (1^  diagonales  mits  ac-|-Mi 
et,  par  suite, 


Q  =  Vabcd, 

pour  Taire  d'un  quadrilatère  à  I4  fois  inscriptible  et  circon- 
scriptible, dont  a^bjC^  d  sont  les  quatre  côtés. 

(')  Voir  Mouv.  Annales  des  M«Miéin.,  L  VU,  |i.  69. 
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SOLUTION  GEo^lÉTRiyUE 
du  problème  sur  l'axe  radical  (Q.  67,  t.  II,  p.  3:27). 


PAR  m.  A.  MAWHBIM  , 

e^éve  du  lycée  Gharleroagne  (  classe  de  M.  Catalan  ). 


Étant  <|ofiiiées  deux  circonférences  dans  le  même  plan , 
A  un  point  sur  la  première  circonférence ,  et  B  un  point 
sur  la  seconde  ;  trouver  sar  Taxe  radical  des  deux  circon* 
Mfenee»  un  point  G,  tel  qu'en  menantles sécantes C A.,  CB, 
eOeg  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,  B ,  de  ma- 
nière que  la  droite  DE  soft  à  angle  droit  sur  l'axe  radical 
(Aj.30). 

Supposons  le  problème  résolu.  Soi^  G  le  point  cherché.  G 
étant  le  point  de  rencontre  de  la  droite  DE  avec  Taxe  radical , 
élevons  au  point  A  la  perpendiculaire  AC'  à  la  sécante  GD. 
Les  deux  triangles  GAG'  et  DCG  $oot  semblables,  et  Ton  a 
CA  X  GD  =  CG  X  GC'  ;  mais  puisque  le  point  C  est  un  point 
de  l'axe  radical ,  Ton  ^  C  A  x  CD = GB  X  CE  ;  n  GG  x  CC'= 
srCBxGE  ;  donc  les  triangles  CBC  e(  GG£  sont  ^en^blal^les , 
et  la  droite  BG'  est  perpendiculaire  à  CE.  On  voit  donc  que 
les  perpendiculaires  AG'  et  BC  aux  sécantes  GD  et  CE  se 
coupent  sur  Taxe  radical.  Actuellement  les  points  G .  A .  B .  G' 
sont  sur  une  mémo  circonférence;  car  C^.G'^^*'  ;  CBC=î1**. 
Mais  cette  circonférence  passant  par  les  deux  points  A  et  B, 
son  centre  est  silu^  sur  Taxe  radical.  Elle  est  donc  déter- 
minée ,  et  les  points  où  elle  coupe  Taxe  radical  sont  les  points 
cherchés.  La  circonférence  ayant  son  ç^^^e  ^ur  VêfÇ  KH^^' 
rai,  le  problèipe  admet  drux  solutions.  Si  les  points  donnés 
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A  et  B  sont  sur  une  perpendiculaire  à  Taxe  radical ,  l'un 
dos  points  est  à  Tinfini ,  et  Vautre  est  le  point  où  ÀB  ren- 
contre  Taxe  radical.  C'es^ce  qu'indiqué  la  constracUon. 


THÉORÈME 
mr  la  axes  de  V ellipse  ei  de  V hyperbole, 

m 

9AB.  M,  A.  XASrVHSIK, 

éléte  du  lycée  Cbarlemagne  (  cIsMe  de  M.  CaUIad  ). 


La  circonférence  décrite  sur  la  portion  du  petit  axe  ( 
prise  entre  la  normale  et  la  tangente  menées  en  un  point 
d'une  ellipse  passe  par  les  foyers.  Le  théorème  subsiste  pour 
l'hyperbole. 

Démonstration  facile. 


FORMULES  DE  DELAMBRE 

ei  analogies  de  Néper^  déduites  immédialemeni  des  farmuki 
fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique,  d après 
M,  Crelle.  (Grelle,  XII,  348, 1834,  en  français.) 


i.  cosBco8G=cosasinB8inG-HX)sA  (1)  \ 

oos&oo6C  =  co6a— cosAsinfrsinc   (â)  i  Equations  fonda- 
sinA  _  sinB  _  sfaC  I      mentales, 

sina      sinfr  ""  sine  ;j        / 

L'équation  (3)  donne  : 

MnBsinG(l-Hx>sa)(l--co6a)=:sinMnc(l-fcosA)(l-oosA}...(4i 
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de  là ,  on  déduit  : 

[1— cosA.4-siuBsiDC(l+cosa]](l— casâ)= 
«=  [1 — oosa-}-sin6sinc(l+cosA)](l— cosA) , 

ou  bien,  eo  vertu  de  Féquatioa  (1), 

[l-fcos(B— C}](1— cosa)  =  [i-.cos(6+c)](i-cosa) 

4co«' \  (B-Osin*  ia  =  4sin'  J (A+c)sm*  ^  A 

2>  ^  ^  Â 

±C08  ^  (B— C)sin  -  a  s=  sin  -  (^+c)8ln  ^A.        (5) 

G*esl  la  première  équatioa  de  Delambre, 
L'équatioa  (4)  donne  encore 

[l-H€OsA4-sinB8inC(l— cosa)]  (1+cosa)  =r 
=  [l+oosiH-sinfrsînc(l— €OsA)](t+cofiA); 

on  en  déduit ,  combinée  avec  l'équation  (1), 

dbsm^(B4-C}cos  -  a  =  cos-(6— 0)0083  A,        ^^^ 
leconde  équation  de  Delambre ,  et  les  deux  autres  sont 

±  sin  -  (B— C)sin  -  a  =  sin  -  (6— c)co8  -A         (7) 

2  2  iB  2 

±co8-(B+C)co8-a  =  cos-(6+c)sin-A.  (8) 

(7)  et  {S)  se  déduisent  de 

[l+cosA — sinBsinC(l+cosa)](1— costf)  = 
=:  [1— cosa— sin6sinc(l— cosA)](l-fco5A) 
[1— cosA— sinBsinC^l— cosa)](l+cosa)  = 
=  [t-hcos^— sin68inc(l-HX)sA)](l— cosA). 

En  divisant  (7)  par  (5),  (5)  par  (8),  (7)  par  (8)  et  (6)  par 
(8),  on  obtient  les  analogies  do  JNéper. 

Observation.  Les  formules  5,  6,  7,  8  portent  le  nom  de 
Gauss  en  Allemagne,  mais  elles  ont  été  donnée^i  par  Delam- 
bre, dans  la  Cannaisêance  des  temps,  18(h^,  publiée  en  1807. 
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QUESTION  D'EXAMEN  (Tome  VI ,  page  S28). 

PAR  M.  ]LEOAU.AI8, 

(^léve  du  coIlcRe  militaire  de  La  Flèche. 


Troqver  le  lieu  des  projections  d'un  soinmct  d'une  section 
conique  sur  toutes  ses  tangentes. 

L'équation  y  =sdpx-|-rax*  représente  Tnne  quelconque 
des  trois  sections  coniques  rapportée  à  Taxe  focal  %i  à  Tun 
des  sommets  sitné^  sur  cet  axe. 

Soit  (x^f  y)  un  point  quelconque  de  la  courbe;  posons 
l'équation  de  la  tangente  en  ce  point ,  celle  de  la  perpendi- 
culaire menée  à  cette  tangente  par  Torigine ,  et  la  condition 
qui  exprime  que  le  point  (<r',y)  est  sur  la  courbe,  j'aurai 
trois  relations  : 

^y=  p{^ + ^') + ^^'^'  (2) 

entre  lesquelles  il  suffit  évidemment  d'éliminer  x'  et  y  pour 
avoir  l'équation  du  lieu  demandé.  Des  deux  dernières ,  on 
tire  : 

^n[x*+y)+pa:'    ^  P'n{a:'+y)+px' 

portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (1)  et  opérant  toutes  les 
réductions  9  on.trouve  dcfinitivcroenrpour  équation  générale 
du  lieu  géométrique  cherché  : 

n{x* +yy + ^rHx" + y) + pY  =  o  (•).    (.) 

nvwi.>v,p.43». 
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Il  faut  maiotenant  discuter  cette  équalioQ  en  donnant  siuc- 
cessivement  à  n  et  à  /?  les  valeurs  qui  conviennent  pour  les 
trois  courbes. 

Pour  n=:0,  la  discussion  est  assez  simple;  mais,  dans 
les  autres  cas ,  elle  devient  plus  embarrassante  par  suite  de  la 
complication  des  termes  et  des  radicaux;  c'est  pourquoi 
nous  préférons  passer  à  Téqualion  polaire.  En  employant 
les  formules  de  transformation  a:  =  p  cos^i,  j^  =  p  sin  <«>,  on 

obtient  : 

rtp"  -|-  2pp  cos  Cl)  +  /?*  sin  '(0=0.  f  P) 

Passons  à  la  discussion  dans  les  trois  cas  : 

!•  ^wtohoU^  n«0  L'équation  («)  doupe alorsy=:-r — , 

^2 

et  l'écniation  (S)  p=^^'"  ".  Sous  Tune  quelconque  de  ces 

deqx  fomiesy  on  reconnaît  facilement  la  cissolde  ayant  pour 

SQippiet  et  pour  axa  transverse  le  sommet  et  l'axe  tr^nsverse 

de  la  parabole,  et  pour  asymptote  la  directrice  de  celte 

courbe  ;  il  est  inutile  de  nous  y  arrêter,  (V.  t.  IV,  p.  431.) 

y  Ellipse.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisae  di^  sonimet  de 

B»  B' 

gauche  A'  {fig.  34),  alors  n^—-,,  ^"="1'  et Téquation (?) 

devient  : 

p*  =  2  Ap  cps  w  —  B'  sin  'w  =  0 , 

og ,  résolvant  : 

p=.Aco8«±V/]Ff?cÔ8^i  c^=A'— B\ 

A  chaqac  valeur  de  «  correspondent  deux  valeurs  de  p,  panni 
lesquelles  il  y  en  a  toujours  une  positive  et  une  négative  , 
attendu  que  A  cos*)  est  moindre  que  le  radical 

w  =  0,  p=A±A==2A,  0. 

.»  croissant  de  0  à  ^ ,  le  signe  +  du  radical  donne  les  va- 
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leurs  positives  de  p ,  et  ces  valeurs  vont  eo  décroissant ,  csr 
cosw  décroît;  mais  tous  les  points  déterminés  ainsi  sont 
situés  hors  de  Tellipsc,  car  à  une  môme  valeur'de  »  corres- 
pondent ces  deux  rayons  vecteurs  :  savoir,  pour  la  courbe 


actuplle,  p'=  Acosw +  \/B'+^*cos'w,  et,  pour  l'ellipse, 

p' ==  2A  cos»-;rri — .  .   a   1  et  il  est  facile  de  voir  que  p'  —  j>" 

^  B+c  sin'w 

est  >  0.  Le  sig^e  —  du  radical  donne  les  valeurs  négatives 

de  p,  qui  vont  en  croissant  quand  u  croit  de  0  à  ^.  Pour  «kii:^, 

P=:=hB,  ce  qui  donne  les  deux  sommets  H  et  I  du  rectangle 
construit  sur  les  axes  de  l'ellipse. 

Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  cette  première  discussion. 
L'évidente  symétrie  autour  du  grand  axe  de  l'ellipse,  et 
l'obligation  de  passer  par  les  points  A  et  A',  indiquent  déjà 
sensiblement  la  forme  représentée  dans  la  figure  31  ;  pour 
plus  de  détails ,  passons  à  la  discussion  de  la  tangente.  L'an- 
gle tt  qu'elle  a  fait  avec  le  rayon  vecteur,  est  donnée  par  la 

formule  tanga  =  p— ,  et,  dans  une  équation  qnelcooqae, 

dp 

dfù      '  F(p) 
FKp)=  0,  -5-=-Fjg.  On  a  donc  ici  : 

Apcosw  — p" 
tang  a  =- r-^ — -r-l . 

ApsmcD  —  B  sm  »  coso» 
Pour  <i>=sO,  avec  p=âA,  c'est-à-dire  pour  le  point  A, 
tang  a  =  OD  ;  donc  à  ce  point  la  tangente  est  la  mémo  que  la 
tangente  à  l'ellipse.  Pour  o>=0,  avec  p=0,  on  a  d'abord 

tang<z  =  -.  Afin  d'interpréter  ce  résultat,  mettons  tang  a 

sous  la  forme  : 


B^sin'» 
tang  (*) 


A'  cos'«  +  AV/F+?cÔsV 
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oa  voit  qae  la  tangente  en  A  est  également  la  même  que  la 
tangente  à  TelUpse.  Ceci  acbève  de  déterminer  la  forme 
exacte. 

II  est  évidemment  inutile  de  recommencer  pour  un  autre 
sommet  de  l'ellipse  l'examen  qui  vient  d'être  fait  ;  la  symé- 
trie montre  que  pour  le  point  B ,  par  exemple ,  le  lieu  aurait 
la  forme  de  la  fig.  32. 

3*"  Hyperbole  {fig.  33).  Supposons  qh'il  s'agisse  du  sommet 

B'  B* 

de  droite  Ap,  alors  «=■-;, ^=:  —,  et  l'équation (P)  devient 

A.  A. 

p*-f  2Apcos»  +  B*sin'«»  =  0, 
oa 


p  =  —  A  cos»  di  J/ —  6*+  c*  COS'ew. 

Nous  remarquons  d'abord  une  parlicularité  que  n'avaient 

point  offert  les  cas  précédents,  c'est  que  o»  a  des  limites^  en 

effet,  pour  que  le  radical  soit  réel,  il  faut  que.c^cos  w 

B 
soit  >  B%  ou  que  cosu)  soit  >  -.  Ayant  mené  par  le  point  A 

c 

les  perpendiculaires  AH  et  AH'  sur  les  asymptotes ,  et  les 
ayant  prolongées  indéfiniment  eu  IHF  et  l'U!F\  les  rayons 
vecteurs  doivent  être  menés  dans  l'angle  FAF'  ou  dans  l'an- 
gle lAT,  pour  donner  des  points  de  la  courbe*  D'aitteors» 

pour  ^  <  ^  »  il  est  évident  que  les  deux  valeurs  de  p  sont  né- 

gatives. 

Nous  voyons  donc  que  la  courbe  est  tout  entière  comprise 
dans  rintérieur  du  triangle  lAI',  ce  à  quoi  on  devait  s'at- 
tendre ,  d'après  les  propriétés  des  asymptotes. 

Continuons  donc  la  discussion ,  en  faisant  croître  m  de 
H'Ax  à  r. 

La  courbe  doit  passer  par  les  points  A ,  H ,  H',  et  être  dans 
l'intérieur  do  Tangle  H  AH';  cela  nous  porte  déjà  à  croire 
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que  dans  cet  intervalle  elle  tourna  sa  convexité  ver$  AV. 

A  chaqac  valeur  de  u  correspondent  deux  valcors  de  p^  ^iii 
sont  de  même  signe,  et  qui  vont^  l'une  en  croissant,  Tavlre 
en  décroissant ,  à  mesure  que  »  approche  de  «• 

(0  =  7:,  p  =  3A,  0,  on  retrouve  les  deax  sommets  A ,  A'. 

fcosw  =  —  - ,  p  =  —  ;  on  i'etrôiiVe  les  deux  points  H  et  H'. 
c  c 

Cherchons  la  tangente  \  en  répétant  les  calculs  faits  ci-des- 

siis ,  on  trouve  : 

p"  4-  Ap  cos  w 

(ang a  =  ^  '.    — ' — -^ •: : — . 

B  sin  0)  cos  »  —  Ap  smfr> 

Par  hypothèse ,  w  est  compris  entre  ~  et  tt,  et  p  est  >  0  ;  donc 

le  dénominateur  est  négatif  ^  le  signe  de  tang  «  dépend  donc  da 
signe  du  numérateur.  On  voit  donc  que  tanga  est  >  0  quand 
p  est  <  Acos  c*,  et  <;0  quand  p  est  >  Aco9«.  En  interpré- 
tant ce  résultat ,  on  trouve  que,  dans  la  partie  de  la  courbe 
Voisine  du  point  A,  la  convexité  est  tournée  vers  AA'^et 
qu^au  contraire ,  dans  la  partie  toisftie  du  j^itit  A',  c'est  h 
concavité  qui  est  tournée  vers  cette  ligne  \  et  évidemment  le 
changement  du  sens  de  courbure  a  lieu  au  point  H',  car  c'est 
ta  lé  point  de  séparation  entre  les  rayons  vecteurs  par  les- 
quels p  e^t  •<  Acoso)  et  ceux  pour  lesquels  p  est  >  Acos». 

Au  poitit  H',  il  est  facile  de  vérifier  que  la  tangente  est  AH'  ; 
au  point  A  et  au  point  A',  la  tangente  est  lA  mêdw  qOê  li 
tangente  à  l'hyperbole. 

L'ensemble  de  ces  renseignements  et  la  symétrie  nécesaaire 
autour  de  AA'  assignent  au  lieu  la  forme  représentée/^.  M. 

Note.  Pour  être  complète ,  cette  discussion  devrait  porl^ 
sur  les  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  aux  axes  princî- 

panx ,  ce  qu'on  obtient  en  faisant  a  égal  à  «>  et  à  -— &>  ;  mais 

la  détermination  .est  plus  commode  en  se  servant  des  coor- 
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données  rectangulaires  ;  dans  Thyperbole,  W  fiUl^  6tl  oftli^ , 
fixer  les  points  où  la  tangente  est  pat*atlèie  aux  asymptotes. 

Les  lignes  qu'on  obtient  en  projetant  uil  point  fixe  sur  les 
tangentes  à  une  conique,  sont  très-importantes  en  analyse  et 
en  physique,  dans  la  théorie  des  ondes.  Les  Allemands  dési- 
gnent ee  genre  de  lignes  par  un  seul  mot ,  qui  signifie  courbe 
des  pieds  des  perpendiculaires.  Ne  pourrions-nous  pas ,  pour 
le  même  usage,  employer  l'expression  ligne  podaire^  et 
surface  podaire  ^  quand  il  s'agit  de  la  projection  d'un  point 
fixe  sur  les  plans  tangents  d'une  surface  ?  Ainsi  on  dirait  que 
l'onde  lumineuse  de  Fresnel  est  la  surface  polaire  réciproque 
(par  rapport  à  un  ellipsoïde)  de  la  surface  podaire  du  centre 
de  cet  ellipsoïde  ;  la  podaire  du  sommet  d'une  parabole  est  une 
cissoïde.  La  podaire  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  est 
une  cassinoïde.  La  podaire  d'un  foyer  est  un  cercle  dans  les 
coniques  à  centre  et  une  droite  dans  la  parabole-,  et  en 
général  la  ligne  ou  les  surfaces  podaires  d'un  point  quel- 
conque ,  est  une  ligne  ou  une  surface  de  quatrième  degré  ou 
les  termes  du  quatrième  degré  forment  un  carré  parfait. 


QUESTIONS. 


1B4.  p  nombre  premier  impair  \a^  b  deux  nombres pre- 

intenenireeux;  a+bei       '        ne  peuvent  ayoir  d'autre 

facteur  commun  que  /i  ;  si  a^-\-  b^  est  divisible  par  /?*,  alors 
a-\-b  esi  divisible  par  p^  ;  mêmes  propriétés  lorsqu'un  cMs 
nombres  a ,  b  devient  négatif.  (Kummer .} 

185.  P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

a:  a  +  b  :  b-^c  :  c ^ d :  il  +  eic., 
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et  Q  la  limite  de  la  fraclion  continue  : 

a:b  +  b:  tf+c:^+etc., 

on  a  P{tf  +  Q  +  i)  =  /z+Q. 

186.  -^+-:^4-...-^2^ B=0;A.,A.,...A.; 

a,,  a,^  ,.  .a^  et  B  sont  dès  quantités  réelles.  Cette  éqaatîoD  a 
toujours  n  racines  réelles. 

187.  Deux  côtés  d'un  angle  droit  touchent  deux  Goniqnes 
confocales ,  situées  dans  le  même  plan  -,  le  lieu  du  sommet  est 
un  cercle  ;  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  contact  8 
pour  enveloppe  une  conique.  (  Gbasles.  ) 

Les  axes  étant  rectangulaires ,  ces  deux  équations  sont  celles 
de  deux  ellipsoïdes  égaux.  (Jacobi.) 

189.  Soient 

^=/(-^,r);  "  =  F(x,.r);  d'où  jc  =  ^(u,t);  y=r^{u,t)i 
on  a 

f'x  est  la  dérivée  de  /{x)  par  rapport  à  x ,  et  ainsi  des 
autres.  (MObius.}    ^ 

190.  Si  Ton  substitue  dans  l'équation  polaire  d'une  droite, 
r'  au  lieu  du  rayon  vecteur  r,  et  â»  au  lieu  de  Tangle  po- 
laire 0) ,  on  obtiendra  Féquation  d'une  hyperbole  éqaiktèrc. 

D'une  manière  analogue,  en  substituant  V/— 1( langer j 

I 
pour  tang^r^  et2(o  pour  o»,  dans  l'équation  polaire  sphé- 

rlque  d'un  grand  cercle,  et  en  changeant  les  constantes  de 
manière  que  les  imaginaires  dispuraissent,  on  tombera  sur 
l'équation  d'une  hyperbole  équilalére  sphérique.  (Strebor^ 
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GUBATURE  DE  QUELQUES  CORPS, 

9AJBL  m.  FZBJO&, 
•  Pror«iMiir  à  la  FaenlCé  dm  ieienoes  de  SltwlMiirK. 


J'ai  donné  dans  ma  Géométrie  ^  3*  édit.,  p.  458,  la  mesore  • 
de  Fobélisqne,  polyèdre  qai  a  pour  bases  denx  polygones 
ayant  les  côtés  respecUyement  parallèles  et  pour  faces  laté- 
ralesdes  trapèzes.  La  règle  établie  pour  cette  mesure  convient 
à  Qoe  certaine  classe  de  corps  ;  c'est  ce  que  je  vais  montrer, 
tout  en  donnant  pour  le  cas  fondamental  une  démonstration 
plus  simple  que  celle  qui^st  insérée  dans  l'ourrage  cité. 
•    I.  Théorème.  «Si  un  corps  a  deux  bases  planes  parallèles 

>  et  qu'il  se  trouYC  terminé  latéralement  par  une  surface 

>  réglée ,  dont  deux  directrices  sont  les  contours  de  ces  bases, 
»  ou  par  une  surface  du  second  degré ,  ce  corps  a  pour 
»  mesure  le  sixième  de  sa  hauteur,  multipliée  par  la  sonune 

>  des  aires  des  bases  et  du  quadruple  de  la  section  faite  à 

>  égales  distances  des  b^es.  » 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  la  pyramide,  qui  rentre 
dans  cette  règle,  si  Ton  regarde  le  sommet  comme  ^ne  base 
nulle;  car  h  étant  la  hauteur,  b  la  base,  la  section  moyenne 

est  *A  j  or  le  yolame  est  -bh=  -A  6+4rA  J,  ce  qui  est  Té- 
nonce. 

Pour  second  cas  je  prendrai  le  tétraèdre ,  en  considérant 

deux  arêtes  opposées  comme  des  bases  à  aires  nulles.  Soit 

ABCD  (fig,  35)  un  tétraèdre ,  AB*  CD  deux  arêtes  opposées, 

EFGH  une  section  parallèle  à  ces  arêlcs  et  également  di- 

Abw.  db  Mathém.  vu.  16 
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stantede  chacune;  EF  sera  =:-GD,et  G£=-AB,  de  aorte 

que  si  ou  constroit  le  prisme  ABGDKI ,  Taire  6P  3=  ^ID  ;  or 

le  prisme  a  pour  mesure  ID  x  la  moitié  de  la  distance  de 
AB  au  plan  ID,  distance  que  je  nomme  h;  le  tétraèdre, 

qui  est  le  tiers  du  prisme,  a  donc  pour  mesure  ID  X  7^ ou 

•  o 

^  4GF  X  2^,  ce  qu'il  fallait  prouver, 
o 

Gela  posé ,  tout  polyèdre  qui  remj^lit  les  conditions  exigées 
par  renoncé  se  décomposera  en  tétraèdres  rentrant  dans  les 
deux  cas  précédents.  Soit,  par  exemple  (/igr.  36  et  36  bîs),  le  po- 
lyèdre AFD,  dont  Tune  des  bases  est  un  pentagone,  l'autre  un 
triangle  ;  FG  étant  supposé  parallèle  à  AB ,  la  face  A6  est  un 
trapèze ,  les  antres  sont  des  triangles  ;  ce  polyèdre  se  décom- 
pose en  plusieurs  parties,  savoir  ;  1^  HEBGD  pyramide; 
a*  le  tétraèdre  BHGF;  S^"  le  tétraèdre  FAEB  qui ,  de  même 
que  les  deux  premières  parties,  rentre  dans  le  premier  cas^ 
4*  le  tétraèdre  FHBE,  qui  rentre  dans  le  second  cas. 

II.  {Flg.  37.)  Si  la  surface  latérale,  au  lieu  d^étre  polyé- 
drale,  est  courbe,  mais  réglée;  soient  AE,  BF  deux  généra- 
trices infiniment  voisines,  ABG,  D^P  des  parties  des  contours 
des  bases  ;  tirez  BE,  et  remplacez  la  portion  de  surface  courbe 
ABFE  par  les  deux  triangles  rectilignes  ABE ,  BEF  ;  en  opé- 
rant de  même  sur  toute  la  surface  latérale ,  on  ne  changera 
qu'infiniment  peu  le  volume  du  corps,  ainsi  que  les  aires  des 
bases  et  sections  ;  or  il  rentre  dans  l'énoncé ,  donc  de  même 
le  corps  donné. 

III.  {Fig.  38.)  Soit  maintenant  Tanneau  décrit  par  un  seg- 
ment circulaire  ABG,  tournant  autour  d'un  diamètre  exté- 
rieur DE  ;  les  bases  sont  nulles  ;.  si  G  est  le  milieu  de  AG,  que 
Ton  mène  de  A,  G,  G  des  perpendiculaires  sur  DE,  la  section 
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mojcnno  est  Taire  décrite  par  fiG  autour  de  DE  ;  or  Tan^ 

neau  a  pour  mesure  :     -HI  x  AC  V , 
6 

et  AC'=*AGxGC=*BGxGK=4{BL--GL){BL+GL), 

donc  : 

anneau  =iHIx*«(BL—GÏ?)  =  gHIx*aireBGi 

que,  si  à  cet  anneau  on  ajoute  le  tronc  de  cône  décrit  par 
ACIH  autour  de  HI,  lequel,  selon  ce  qui  précède ,  a  pour 
mesure  : 

^HI  X  (aireAHH-aireCI+4aireGL), 

on  aura  le  segmgpt  de  sphère  mesuré  d'après  Fénoncé. 

lY.  Je  passe  au  segment  d'ellipsoïde  de  révolution ,  et  pour 
cela  il  suffit ,  dans  la  sphère  précédente,  de  réduire  dans  un 
même  rapport  toutes  les  demi-cordes  AH,  BL,  CI,  perpen- 
diculaires à  DE  ^  les  aires  décrites  par  ces  cordes  seront  toutes 
altérées ,  dans  un  même  rapport ,  égal  au  carré  du  précédent  ; 
il  en  est  donc  de  même  d'une  tranche  infiniment  mince  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  DE,  et  par  suite 
il  en  est  de  même  du  segment  de  sphère  AHIC ,  dont  le  vo- 
lume, ainsi  que  les  aires  des  cercles  AH,  BL,  CI,  devront 
être  multipliés  par  un  même  nombre  pour  passer  à  Vellip- 
B0ïde« 

De  l'ellipsoïde  de  révolution  on  passera  d'une  manière 
analogue  {métamorphique)  à  rellipsoïde  à  axes  inégaux; 
ainsi ,  conservant  pour  section  principale  une  section  méri- 
dienne, ou  multipliera  par  un  même  nombre  les  perpendi- 
culaires menées  de  tous  les  points  de  la  surface  de  Tellipsoïde 
sur  ce  plan  j  les  sections  perpendiculaires  à  Taxe  de  révo- 
lution seront  multipliées  par  le  même  rapport»  ainsi  que  le 
volume  du  si*gment. 
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{Fig.  39.)  Une  seconde  transformation  ou  défùrmation  con- 
duira au  cas  où  les  bases  du  segment  ne  sont  pas  perpendicu- 
laires à  un  axe  principal.  En  effet ,  soit  £F  une  droite  quel- 
conque menée  par  le  centre  de  la  surface ,  GH  l'axe  principal 
auquel  les  bases  sont  perpendiculaires  ;  prenez  chaque  section 
comprise  entre  AB,  CD  et  déterminée  par  un  plan  parallèle 
à  ceux-là 9  et  faites-la  glisser  dans  son  plan,  sans  changer  la 
direction  de  ses  axes ,  jusqu'à  ce  que  son  centre  soit  arrivé 
sur  EF  \  le  volume  du  segment  n'aura  pas  changé,  etc. 

Le  paraboloïdc  elliptique  pouvant  être  considéré  comme 
un  ellipsoïde ,  le  théorème  s'applique  à  tout  segment  compris 
entre  deux  sections  elliptiques  parallèles. 

{Fig.  40.)  Reste  l'hyperboloïde  à  deux  aappes.  Or  soient 
ABC ,  DEF  deux  sections  elliptiques  parallèles  faites  dans  une 
même  nappe  ;  GHl ,  KLM  les  sections  correspondantes  du 
cône  asymptote ,  OQ  le  diamètre  conjugué  à  ces  sections  ; 
les  quatre  sections  sont  semblables,  et  par  suite  proportion- 
nelles aux  carrés  des  dimensions  homologues  PC ,  PI ,  QF , 
QM;  or,  à  cause  des  asymptotes ,  les  différences  PF— PG% 
QM'  —  QF'  sont  constantes  pour  toutes  les  sections  paral- 
lèles ;  donc  le  corps  compris  entre  le  segment  d'byperboloïde 
et  le  tronc  de  cône  GHIMLK  donne,  parallèlement  au  plan 
KLM,  des  sections  de  môme  aire,  et  se  mesure  comme  un 
cylindre  ;  par  suite ,  il  rentre  dans  le  théorème  ;  mais  le  tronc 
de  cône  y  rentre  aussi  ;  donc  le  segment  d'hyperbololde  éga- 
lement. 

Il  est  évident  que  le  théorème  s'applique  à  une  infinité 
d^autres  corps ,  car  deux  corps  compris  entre  deux  plans 
parallèles  ont  même  volume  si  tout  plan  parallèle  à  ceux-là 
et  compris  entre  eux,  détermine  dans  les  deux  corps  des  sec^ 
tions  de  même  aire.  Tout  cela  est  renfermé  dans  un  théorème 
de  M.  Sarrus ,  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  dans  un  corps  toute  section  parallèle  â  un  plan  donné  a 
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ton  aire  eocprimée  par  A-f-Bz-fCz',  où  z  est  la  distance  de 
la  section  au  plan  ;  A ,  B ,  C  sont  des  constantes  f  un  segment 
quelconque  renfermé  entre  deux  plans  parallèlesxtu  même  plan, 
se  mesure  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

Un  pea  de  calcul  intégral  suffit  pour  la  démonstration. 

Du  reste,  on  fera  remarquer  que  si  dans  un  pareil  corps 
on  transforme  chaque  section  en  un  cercle  équiYalent ,  et 
qu'on  fasse  glisser  ces  cercles  dans  leurs  plans  jusqu'à  ce  que 
les  centres  se  trouvent  sur  une  droite  quelconque  perpendi- 
culaire à  ces  plans,  le  lieu  des  circonférences  sera  une  sur- 
face du  second  degré  ;  car  si  cette  droite  est  Taxe  des  x,  et 
qu'on  appelle  r  le  rayon  d'un  des  cercles ,  on  aura  : 

7r/^==A  +  B2  +  Cz'; 

soit  X,  ^,  z  un  point  pris  sur  la  circonférence  du  cercle ,  il 
▼ient  : 

donc 

^(^"+y)  =  A  +  B2  +  Cz', 

sarface  du  second  degré  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z. 

Note.  M.  G.  Koppe ,  de  Soest  (Westpbalie),  est  auteur  de 
ce  théorème.  Un  corps  ayant  pour  bases  de^x  polygones 
parallèles  et  pour  faces  des  trapèzes,  est  éqiil valent  à  un 
prisme  ayant  pour  hauteur  la  distance  des  deux  polygones  et 
poar  base  l'aire  de  la  section  parallèle  faite  à  égales  distances 
des  deux  bases  et  augmentée  de  la  douzième  partie  de  l'aire 
d'un  polygone  équiangle  aux  bases  et  qui  a  pour  côtés  les 
différences  de  leurs  côtés  homologues.  (Grelle,  t.  XYIII, 
p.  275,  1838.) 

Il  faudrait  démontrer  l'identité  de  cette  expression  avec 
celle  de  M.  Finck. 

On  trouve  dans  le  Lilavati  (chapitre  YIII ,  $  221)  cette 
évaluation  du  volume  d'une  pyramide  tronquée  à  bases 
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rectangles;  a,  b  ^i  a,^  b,  étant  les  dimensions  des  deux 
bases,  le  volame  est  égal  à  j/t[a6  +  a'y+(a+a')  (A+6')], 
énoncé  entièrement  conforme  au  théorème  de  M.  Fiooki 
celui  de  M.  Kopp  est  i^p?'^^y+*^)^^^^(a'^a)(y^■i)]i 

l'énoncé  ordinaire  est  \h[ab + a'fc'+  VabdV],  et  les  twb 
sont  identiques. 

SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES , 

PJiBL  K.  J>S  PZ8TO&X8, 

CapiUine  d'arUlIerie. 

I.  Si  d'an  point  quelconque  N  {fig.  41)  ayant  (a,  P)  pour 
coordonnées ,  on  mène  des  normales  à  la  parabole  ^^i^x, 
on  sait  qu'il  peut  y  avoir  jusqu'à  trois  normales ,  et  que  les 
coordonnées  de  leurs  pieds  sont  déterminées  par  Téquatian 
du  troisième  degré  : 

J^'  +  2/?(/'-«)r-2/p=0.  (i) 

L'équatioQ  de  la  circonférence  de  cercle  passant  par  1« 
pieds  de»  normales  sera  (x—  A)'+ Cr — B)'==R"  \  combinaot 
cette  équation  ayec  celle  de  la  parabole^'^2/7a:^  et  ëUmi- 
nant  x,  on  a  l'équation  du  quatrième  degré  : 

^4+4^(p_A)y~8p'B^r+4/'W+B•— R')«0  (9) 
qui  aura  trois  racines  r>  )  ^o  y^  Identiques  avee  cdles  de 
l'équation  (1)  ;  et  comme  les  seconds  termes  manquent  dam 
les  équations  (1)  et  (2),  il  est  facile  d'en  conclure  que  la  qua- 
trième racine  ^4  de  l'équation  (2)  est  égale  à  zéro.  Donc 

La  circonférence  de  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  nor- 
males à  une  parabole^  issues  d'un  même  point ,  passe  aussi  par 
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k  êommeê  de  la  caurb^j  et  réciproquement  ti  Fon  faU  paner 
jfiM  cireanférence  de  cercle  par  le  iommet  d'une  parabole  ^ 
rene(mirafU  la  courbe  en  trois  autres  points ,  les  normales  en 
ces  trois  points  iront  concourir  en  un  point  unique. 

^)  De  là  rAmlte  un  moyen  très-simple  pour  mener  les  nor- 
males à  une  parabole  par  nn  point  donné ,  qnelle  que  soit  I4 
position  de  ce  point.  Et  en  effet ,  si  de  l'éqaation  (â)  on  fUt 
disparaître  la  racine  ^^4= 0 ,  on  aura  l'éqaation  : 

^+4/;(p-A)^-.8/.'B  =  0  (S) 

et  l'équation  (3)  étant  identique  àréqaation(t),  puisqu'elles 
ont  mêmes  racines^,,  J^o ^31  ^^  ^^  déduira  : 

2p(p'^a)=zAp{p—A)  et  2/i»p=8/B, 

d'où  A=iii2  etB  =  |. 

2  4 

Par  conséquent  le  centre  de  la  circonférence  de  cercle 
passant  par  les  pieds  des  normales  issues  du  point  N,  se  déter- 
mine par  une  construction  on  ne  peut  plus  simple,  et  son  rayon 
R  =  k^A'-f  ^*  est  connu,  puisque  la  circonférence  passe 
par  le  sommet  de  la  parabole. 

n  est  facile  de  démontrer  que  la  somqie  des  rayons  yec- 
teors  aboutissant  aux  pieds  des  normales  est  ^ale  au  douUe 
de  l'absdsse  du  point  N,  diminué  du  quart  du  paramètre  i 

PA+FB+FC«2a— |, 

Si  le  point  N  était  situé  sur  l'axe  de  la  parabole ,  outre  la 
méthode  générale,  il  existerait  d'après  cela  un  moyen  encore 
bien  plus  simple  pour  construire  les  normales  :  du  foyer  F 
comme  centre ,  on  décrirait  on  arc  de  cercle  avec  FN  pour 
rayon  ;  en  joignant  au  point  N  les  points  où  cet  arc  de  cercle 
rencontre  la  parabole,  on  aurait  deux  normales  ;  la  troisième 
est  évidemment  l'axe  lui-même. 

O  Voir  t.  V,  p.  673. 
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II.  Dans  le  cas  de  Tellipse,  ce  ne  sont  plus  trois  normales 
seulement ,  mais  quatre ,  qu'on  peut  mener  par  un  point 
donné ,-  Tune  de  ces  normales  étant  déterminée ,  les  trois 
autres  sont  faciles  à  construire  par  une  construction  aiy- 
logue  à  celle  que  nous  venons  d'indiquer  pour  la  paratx>te. 
.  (Fig'.  42)  Soient  donc  N  le  point  duquel  on  se  propose  de 
mener  des  normales  à  Fellipse ,  ND  Tune  de  ces  normales , 
(^4,^^  les  coordonnées  de  son  pied  D,  et  (j:„  j',),  («r„rJ* 
(<^»  J^s)  1^  coordonnées  des  pieds  Â,  B,  G  des  trois  autres 
normales. 

Des  équations  (A)  et  (B)  (t.  YI,  p.  367),  on  déduit  évidem- 
ment : 

d'où ,  en  ajoutant  :      x^  =  -^(a — 2p^), 

c 


et  par  suite  P*=7:— si:**  J 


a 

2      ^(T 


on  aura  de  même       3^4 = 5 +Sr*^4' 

Une  construction  très-simple  permettra  donc  de  détermi- 
ner le  centre  O4  de  la  circonférence  de  cercle  passant  par  les 
pieds  A ,  B ,  G  des  normales,  et  le  centre  étant  connu,  la 
circonférence  de  cercle  sera  facile  à  décrire ,  puisqu'elle  doit 
passer  par  le  point  D',  diamétralement  opposé  au  point  D. 

Il  existe  quatre  circonférences  de  cercle  passant  par  trois 
des  pieds  des  quatre  normales  NA,  NB,  NC,  ND,  issues  du 
même  point  N.  Si  l'on  distingue  par  (/?„  ^J,  (/?.,  jj,  (;>„  y,), 
et  {p^ ,  q^  les  coordonnées  des  centres ,  on  a  les  résultats 
suivants  : 

111.  Gc  qui  vient  d'élro  dit  pour  l'ellipse  s'applique  égale- 
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ment  à  Tbyperbole;  il  n'y  a  pins  qn'à  changer  b*  ea—b\ 
Mais  dans  le  cas  de  l'hyperbole  éqnilatère,  les  résnltata  se 
simplifient  beanoonp  ;  ainsi  Ton  a  : 

on  a  anssi  les  expressions  très-simples  : 

^.+^^+  ^M+^A= «  ;  ^-+r.+^.+^4  =  P- 
Si ,  considérant  actnellement  Féqnation 

(t.  YI,  p.  868),  on  y  change  fr*  en  —a*  ponr  passer  de  Fd- 
lipse  an  cas  de  l'hyperbole  éqnilatère,  on  parviendra,  en 
faisant  attention  qne  R/=ji?/+?r*— ^'  — ''•%  *  ce  résultat 
ranarqnable  : 

'' 4~- 

Donc  dam  une  hyperbole  équUaUre  les  etreanférences  de  èercle 
passant  par  trois  des  pieds  des  quatre  normales  îsmei  (fim 
même  point,  ont  toutes  quatre  mime  rayon. 

La  grandeur  de  ce  rayon  est  indépendante  de  la  grandeur 
de  l'axe  de  Thyperbole  ;  elle  ne  dépend  que  de  la  distance  du 
point  duquel  sont  menées  les  normales  au  centre  de  la 
courbe. 

Cas  particuliers.  {Fig.  44.)  Si  le  point  N  est  situé  en  N'  sor 
Taxe  transyerse ,  la  construction  des  normales  est  très-facile 

et  plus  simple  ;  on  prend  OP  =^  =  -^^  et  l'on  élève  une  per- 

pendiculaire  au  point  P;  si  elle  rencontre  la  courbe  en  A 
et  Q,  les  droites  N'A ,  N'Q  seront  deux  normales  :  consume- 
tion  identique ,  si  le  point  N  est  situé  sur  l'axe  non  transyerse. 
On  peut  remarquer  ce  théorème. 
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Dam  une  hgpirboU  é^liMre,  le$  porOaiu  iftmtf  Même 
non^ÊUêCfmqnises inire les  oweBsofUégaks.  Ainii: 

AW'=AN". 

Si  le  point  N  est  situé  sur  la  conrbe  même ,  en  A  par  exeofr- 
pie,  on  mène  le  diamètre  AOA'  ;  du  point  R  au  milieu  de  oA. 
comme  centre,  et  avec  OR  pour  rayon,  on  décrit  une  cir- 
conférence qui  rencontre  la  courbe  en  un  second  point  S , 
différent  du  point  A'*,  la  droite  AS  est  une  normale. 

Il  existe  une  relation  assez  simple  entre  les  dislances  Âb 
centre  de  l'hyperbole  équilatère  aux  centres  des  quatre  cer- 
cles et  âti  point  N.  On  a  en  effet  : 

ÔS;*+Ô^  +  0S',*+0S7«  ON*; 

on  a  aussi  : 

0A^+0B*^0G*  +  0D'=:0N*, 
et  enfin  : 

nâ^4.nb*+nc'+h5^=20nI 

Ofiâ  M  théorème  toujotm  d«n  le  eas  de  FhypeiMfe éf«|. 
Ifttèrtf* 

Lespieds  des  quaii/*ê  nàrfnàles  issues  d'un  mimé  peine  êmsi 
ielâ  fna  la  droUe  joiffnanl  deux  quelconques  d'entre  euss  est 
perpendiculaire  â  la  droite  joignant  Us  deux  autres^  Aioâ, 
par  exemple,  AD  est  perpendiculaire  %  BG;  démonstraCioii 
facile  fondée  sur  le  théorème  150  de  Joachimstal  (t  YI, 
p.  Ml)- 

L'expression  //p-|-w>'+/i'>"+n'y=2(a'4-&')  (t.  VU, 
p.  117)  a  également  lieu,  mais  elle  se  réduit  à  zéro,  c'est- 
i-dire  qae  dan9  Tbyperbole  équilatère  on  a  : 

ieansede 

Enfin  <7,  q\  q'\  q'"  exprimant  les  distances  do  centre  ée 
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rbjperiiole  éqailalère  aux  ncurmales,  il  est  facile  de  dé- 
montrer la  relation  : 

Cette  relation  est  dans  le  cas  de  l'ellipse  : 

^^izT^ = ''^ + '*  V+  nY+  ^"T- 

Note.  V  Les  pieds  des  normales  menées  par  tm  point  à  une 
conique  sont  snr  une  hyperbole  équilatèrc  ;  donc  lora^qe 
cette  coniqne  est  anssi  nne  hyperbole  équilatère,  les  deux 
courbes  passant  par  les  qnatre  mêmes  points ,  Tnn  de  -ces 
points  est  le  point  de  rmcùnire  da  triangle  formé  par  les  trois 
autres  (t.  11^  p.  43). 

â""  Le^  cercle  circonscrit  h  nn  triangle  et  les  trois  cerclai 
qai  passent  par  le  point  de  rencontre  et  deux  des  sommets 
sont  éganx  (t.  II,  p.  544). 

a*"  Le  cercle  des  nai^  points  passant  par  les  deux  centres 
des  deux,  hyperboles  éqaibrtères ,  on  a  onze  points  sur  la 
même  circonférence.  (Mention.) 


THÉORÈME  SUR  L'HYPERBOLE  ÉQUILATÈRE. 

Si  une  droite  touche  aux  points  P,  R  respectivement,  deux 
hyperboles  équilatéres  qui  ont  le  même  centre  0  et  qui  se 
coopent  en  Q ,  les  trois  distances  OP,  OQ,  OR  formeront  une 
proportion  continue.  (Strebor.) 

VAa  M.  MSVTXOV. 


Je  prends  le  rayon  central  OQ  commun  pour  axe  des  x ,  une 
perpendiculaire  à  ce  rayon  mené  par  le  centre  pour  axe  des^. 
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Si  d  est  la  longueur  de  ce  rayon  central ,  les  équations 
des  deux  hyperboles  sont  : 

j^'+Bxr— ^'+rf'=0,  y+B'a:r— '^'+«P=0. 
Il  faut  faire  voir  que  £f =OP.OR. 
Soit  ^+ra:4-5=:0  l'équation  de  la  tangente,  et  a:',  y, 
x'\  y  les  coordonnées  des  points  P  et  R ,  ou  a  : 
,         5(B— 2r)  ,         ^(Br+2) 

^  =2(^-Br^l)^  ^=2F=:b;=T)  ^^-  "'  P-  *^'^' 

°^^  "*^         4[r^^Br— 1]' 

La  condition  de  tangence  donne  : 

#'(B'+4)=4rf'(/^— Br—  1)  (1) 

(t.  II ,  p.  108,) 

*«»*       OP  -T^grpy  et  OR  -TjB^i+y  î  . 

<nr  B  et  B'  sont  racines  de  la  même  équation  (i). 
La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  : 

(B'+4)(B^+4)=  -^(/^+1)N  Op.OR*=d*  et  OP.OR^d". 

Oftservoliofi.  Ce  calcul  est  une  vérification  utile  et  provi- 
soire. 


NOTE 

WT  l'hyperbole  équilcUère  circonscrite  â  un  triangle  et  mr  la 
parabole  imcrite  à  un  triangle , 


Théorème  L  Le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatére  est  situé  sur 
la  courbe.  Ge  théorème  résulte  du  suivant  : 
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«  Le  cercle  des  neaf  points  d'an  triangle  inscrit  dans  une 
»  hyperbole  éqailatère  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole 
»  (voir  Nouvelles  Annales ,  t.  II ,  p.  43)  ;  et  inversement ,  si 
»  ce  cercle  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole ,  que  deax  des 
»  sommets  da  triangle  soient  sitaés  sur  la  courbe,  le  troisième 
»  y  sera  aussi.  » 

Théorème  IL  Le  point  de  rencontre  des  bantears  d'an 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  est  sitaé  sar  la  directrice 
de  cette  courbe.  Si  Tan  des  côtés  da  triangle  est  la  tangente 
au  sommet  y  la  proposition  se  démontre  aisément;  elle  sert 
de  lemme  pour  la  proposition  générale. 

Les  côtés  da  triangle  forment  en  effet ,  avec  la  tangente  au 
sommet^  6n  quadrilatère  auquel  on  applique  le  théorème 
suivant  : 

«  Quatre  droites  situées  dans  un  même  plan  forment  quatre 
»  triangles,  dans  chacun  de  ces  triangles  existe  un  point  de 
»  rencontre  des  hauteurs  ;  les  quatre  points  de  rencontre  sont 
>  sur  une  même  droite.  » 

Il  n'y  a  donc  qu'à  démontrer  le  théorème  lorsque  l'un  des 
côtés  du  triangle  circonscrit  est  la  tangente  au  sommet  (fig.  45). 
Évidemment  le  point  de  rencontre  se  trouve  sur  une 
perpendiculaire  à  la  directrice.  Soient  MAfi  le  triangle 
circonscrit,  et  I  le  point  où  la  hautear  perpendiculaire  à 
h  directrice  rencontre  cette  dernière;  prouvons  que  AI  est 
perpendiculaire  à  MB  ou  parallèle  à  FB  ;  F  est  le  foyer  de 
la  parabole.  A',  B'  étant  les  points  où  FA,  FB  rencontrent  la 
directrice^  MA'=MB'=MF  ;  ainsi  I  est  le  milieu  de  A!V  ; 
dès  lors  AI,  joignant  les  milieux  A  et  I  de  deux  côtés  FA^ 
A'B'  d'un  triangle,  est  parallèle  au  troisième  côtéFBB'...*. 

c.  q.  f.  d. 

Note.  Démonstrations  analytiques  : 

Théorème  L  Toutes  les  hyperboles  équilatères  circon- 
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scrites  à  un  triangle  se  coupent  aa  point  de  rencontre  des 
hantenre  du  triangle. 

DémoniiraiUm.  Soit  ABC  le  triangle ,  prénom  le  aonunet 
A  poar  origine  ^  la  direction  AB  pour  axe  des  +  ^ ,  les  ooor* 
données  rectangulaires ,  et  faisons  ABzs  E;  deox  hyperboles 
éqnilatères  passant  par  les  points  A  et  B ,  auront  poar  équa- 
tions: 
^+Bay---ar'+DK+Ea:=05^+B':r:r---^'+I>>+EJC«0; 

donc  les  deux  antres  points  d'intersection  sont  situés  sur  la 
droite  j:(B— BO+D— D'=:0,  c'est-à-dire  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  AB  ;  mais  G  est  un  point  d'intersection, 
donc  le  second  point  est  sur  la  hauteur  du  triftngle  passant 
par  G  ;  de  même  sur  la  hauteur  passant  par  A,  etc.  c  q.  f.  d. 

Théorème  IL  Les  directrices  de  toutes  les  paraboles  inscrita 
à  un  triangle  passent  par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
de  ce  triangle. 

Démonstration.  Soit  ABC  le  triangle,  prenons  A  pour 
origine,  AB  pour  axe  des  -{-a:,  BC  pour  axe  des  -f«^,  l'é- 
quation de  la  parabole  peut  être  mise  sous  la  forme  i 

l'équation  de  la  directrice  est  : 

j'iq+P  C0S7)+  ^p-\-q  COS7)  +  COS7  =0.  (2) 

(t.  II,  p.  433.) 

Soit  ^+ea:-f/s=o  Téquation  de  la  droite  BC,  la  con- 
dition de  tangence  donne  : 

dfq  +  e/p^de=0,  (3) 

éliminant  q  entre  (2)  et  (3),  on  a  : 

iî/'IXrfcos^— c)+j:(rf— ccos7)]+</[e^+ej:oosy+/oosy]=ttO; 

or,  celle  droite  passe  constamment  par  le  point  d'intersection 
des  deux  droites  : 

^(^00S7-^)4- x(<<— ecos7)=:0,  ej^+ejrcos7+/coaY^^* 
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La  première  est  réqaation  de  la  baateur  da  triangle  passant 
par  Forigine  A,  el  la  seconde  est  réqaatioa  de  la  haateur 
passant  par  B  ;  donc ,  etc.  Tm. 


SOLUTION  DE  Lk  QUESTION  186  (t.  VII,  p.  240), 

VAB  M.  I.UOIBW  OIXI1S8 , 

Êlèf  e  da  lycée  Ifonge.  (*) 


En  chassant  les  dénominateurs ,  on  trouve  : 

(or-aj  (X— flj...  (X— flJB— A;(x— flj  (x— a,)...  (x— aj— 

— A/{j:— tfj  (X— û,) . . .  (x— fl  J— 

— A^'(x— û.)(a:— aa)...(J?— ^„-.)  =0. 

Si  n  est  impair,  en  faisant  successivement  t 

on  trouve  n  variations  -,  donc  il  y  a  /»  racines  réelles. 
Et  si  n  est  pair,  en  faisant  successivement  : 

nous  trouvons  aussi  n  variations  -,  donc  dans  tous  les  cas,  il  y 
a  n  racines  réelles.  Les  racines  sont  rangées  par  ordre  de 

grandeur. 

Note.  Le  même  élève  et  M.  Mention  ont  envoyé  chacun 
une  bonne  solution  de  la  question  184.  Nous  les  donnerons 
réunies  prochainement. 


n  Pourquoi ,  dans  les  nouveaux  noms  donnés  aux  collèges  de  Paris ,  a-tron 
omis  oelui  de  Carnol?  Comme  géomètre,  il  occupe  un  rang  dlsUngué;  comme 
républicain,  il  est  unique,  n'ayant  jamais  encensé  les  autels  de  BaaI.  Bain  y, 
UTOisier,  Condorcct  n'onl-ils  pas  auUnt  de  valeur  morale  et  scienUflque  que 
Cbarlemagne  el  Napoléon?  Si  l'on  a  conservé  ceux-ci  comme  chefs  de  nation 
poorqaoi  aToIr  6té  Uuît-le^rand ,  qui  a  donné  son  nom  au  siéele  to  plus 
•Mèbre  de  France,  par  ses  eonquétee  liiiàfeiret  el  par  Ki oonqeêW»  tetriUi- 
riales  persistantes,  producllvei ,  les  seules  qui  seleal  lenséBsent  glerieuses. 
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NOTE 

sur  VactUm  statique  de  la  farce  dans  le  paràllélogri 
articulé  de  ff^aU(Y0j.f.6S)C). 


D'après  le  principe  des  vitesses  virlodles ,  si ,  dans  un 


O  If.  Babinet  ayant  bu  Tobligeanee  de  nona  commimiquer  la  dèmoDStratîMi 
de  la  formule  à  laqoelle  il  est  fait  allasion  à  la  page  68  de  ee  Tolome , 
(  faisona  un  plaisir  d'en  faire  part  à  noa  lecteun. 
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système  quelconque  en  équilibre,  on  produit  un  des  mouve- 
ments que  comporte  la  liaison  de  tous  les  points  du  système, 
de  manière  que  les  déplacements  des  points  d'application  des 
forces  soient  très-petits ,  on  aura  : 

P,  F,  F',  etc.  étant  les  forces,  et  /?,  p\  p'\  etc.  les  projec- 
tions des  petits  espaces  parcourus  par  les  points  d'application 
de  ces  forces  sur  leurs  directions  respectives  ;p,p^jp'\  etc.- 
étant  pris  positivement  quand  la  projection  tombe  dans  le 
sens  même  suivant  lequel  la  force  agit ,  et  négativement  dans 
le  cas  contraire. 

Par  exemple,  dans  la  position  rectangle  du  parallélogramme 
de  Watt ,  soit  P  la  force  ascensionnelle  du  piston ,  Q  une 
force  dirigée  de  baut  en  bas  et  agissant  sur  un  arc  de  cercle 
ou  poulie  DE  à  une  distance  CD=r  du  point  G ,  et  mesurant 
ainsi  l'action  P  du  piston  qu'elle  équilibre.  Le  piston  agit  à 
une  distance  CA  =  R  du  point  6xe  G.  Si  je  donne  un  mouve- 
ment angulaire  dt^  infiniment  petit  au  bras  de  levier  AG ,  le 
point  A  parcourra  l'espace  Rdtù  de  A  vers  B'  dans  le  sens  de 
la  force  P  ;  le  point  D  parcourra  un  espace  r^a>  dans  le  sens 
contraire  à  la  force  Q  ;  et  l'on  aura  : 

PKd(o  —  Qrd^=zO; 
d'où  PR  =  Qr^ 

ou  bien  t^  =  -  ; 

P      r 

c'est  réquation  ordinaire  d'équilibre  du  levier. 

Pour  le  cas  où  le  point  d'application  de  la  force  ascension- 
nelle P  du  piston  est  en  B',  il  faut  calculer  la  hauteur 
AB'  =  h  en  fonction  de  l'angle  A'CA  =  oo ,  et  ensuite  diffé- 
rencier l'expression  de  h  -,  c'est  ce  qui  est  Irès-sirople. 

Aifv.  dbMàth]Sm.  VII.  17 
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En  effet ,  en  supposant  rectiligae  et  verticale  la  course  B A.B' 
de  rarlicalation  sur  laquelle  agit  la  force  P,  ona  : 

A'M  =  R8ina>,  A'N=\/a'B'»-.B'iV5 
mais  B'N=AMa=AC  — MC  =  R  — Rcosw, 
et  A'B=AB=S; 

•dfMIC 

A'N  =  \/s'— R^l-cosa>r=R\/^  -  (l  -  cos^)% 

iteift  *«Rs««— R\/^.— (1— eos*r 

Soit  maintenant  Q^  la  force  qai,  appliquée  a«  bradée  levier  r, 
feiaît  équilibre  à  la  force  P  du  piston  agissant  dan»  1»bov- 
véUe  forme  du  système  -,  en  aura  rd»  pour  lé  d^tacemenl 
da  point  d'application  de  la  force  Q',  et.  dk  pou  edû  de-  la 
fara  P  ^  d'où  : 

P^— Q'rAvssO. 

Mais ,  d*aprës  Fexpression  de  A ,  on  a  par  la  différentiation  : 

,.      «         -    ,  „    (1  —  coso»)sin  &)£?&> 
rf&=Rcos»A»+R-^^ — =ir^ 

donc 

Y/|-(t-coso.r 

1«r  (1 — cosco)sîn»      T 


Y/r.-,(1-COSo.)' 


d'dà 


Pl~"  r 
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Mais  dans  la  position  rectangulaire  du  parallélogramme,  on 
atait  : 

P       r' 

•le  coeflScient  cos«-j =^  exprimera 

m       /s*  Q 

Y/R3-(t-CÔSo,)« 

donc  le  rapport  de  l'action  statique  Q'  du  piston  dans  une 
position  quelconque,  à  l'action  Q  qu'il  exerce  quand  le' 
parallélogramme  est  rectangle. 

Quant  à  l'action  dynamique,  elle  dépend,  non-seulement 
de  l'intensité  de  la  force  modiGée  par  le  système  où  elle  est 
engagée,  et  du  chemin  que  parcourt  son  point  d'application  , 
mais  encore  du  temps  employé  à  produire  le  déplacement  de 
ce  point. 

Note,  Pour  faire  une  application  de  la  formule  qui  pré- 
cède ,  il  faut  commencer  par  la  rendre  calculable  au  moyen 
des  logarithmes.  A  cet  effet ,  remplaçons  1  —  cos  &>  par 

^  .  A 

28H1  *-(^  f  et  posons  : 


R       f 

cosç  =  2-sin"-wj 


ir  en  résHltera 


ou 


Q'  eos <p  sm  0*      sm  f  c08«  +  sin «»  cos^ 

-r-  =  COSwH : =  : » 

Q  '       sin«p  9in^ 

Q'  _  sin(cp-fw) 
Q  "~      sin^p 

Cefa  posé,   soit  11=  2,5 15,   S=0,76->,   w  ==  f 7«  35' 3'0'\ 
(Nous  empruntons  ces  données  à  M.  de  Prony  :  Rapport  sur 
les  machines  à  vapeur  du  Gros-Caillou  y  Paris,  1826.) 
On  lire  de  là ,  d'abord  y =81°  r  16",  d'où  (p+a>=:98H2'46", 

Q' 
et  par  suite  ^^  =  i  ,0005.  ^^  j  ^  ^.^^^^^  ^ 
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SOLUTION  GÉOMÉTMQUE  DE  LA  QUESTION  15! 

(voir  i.Ylj  p.  388). 

PABL  M.  MAmnOSIM, 

Ëlèye  da  lycée  Charlemagne  (classe  de  M.  Catalan  ). 


Supposons  m',  m",  m"'  sur  une  ellipse  ;  menons  par  les 
points  m\  m"  des  tangentes  à  cette  courbe  que  nous  suppo- 
sons se  couper  en  T  ;  joignons  le  point  m"  au  point  m!",  et 
par  le  point  T  menons  une  sécante  parallèle  à  la  corde 
w'W".  Cela  fait,  si  Ton  joint  le  point  m'"  au  premier  point 
m\  la  ligne  de  jonction  m"'mf  passe  au  milieu  de  la  corde 
interceptée  sur  la  sécante  partant  du  point  T  et  parallèle  à 
m  m  . 

Fig.  46.  Soient  m\  m!\  m'"  les  trois  points  sur  l'ellipse. 
Ou  point  m!  je  mène  m!C  parallèle  à  m"m"'.  Je  joins  m\  m"; 
Cm"  ces  deux  droites  vont  se  couper  en  un  certain  point  H. 
Si  de  ce  point  on  mène  MN  parallèle  à  m'W^  cette  droite 
sera  la  polaire  du  point  de  rencontre  I  de  m'm'"  avec  Cm"^ 
la  droite  TI  est  la  polaire  du  point  M ,  mais  comme  la  po- 
laire du  point  M  doit  élrc  parallèle  à  m"m'"^  TI  est  parallèle 
à  m!'m'".  Si  l'on  joint  le  centre  O  de  la  courbe  au  p6le  I  de 
la  droite  MN,  cette  droite  est  le  diamètre  conjugué  des 
cordes  parallèles  à  MN  ;  donc  le  point  I  est  milieu  de  AB; 
d'où  l'on  voit  que  si  l'on  a  trois  pointa  m\  ni!\  m'"  sur  uoe 
eUipse,  etc. 
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BIBUOGRAPHIE. 


Cours  d'arithmétiqub  a  l'usage  des  élèves,  etc.,  par 
M.  Gnilmin.  (Fin ,  voir  p.  109.) 

Le  chapitre  YI  (p.  132-184)  traite  de  Textractioa  des 
racines  carrées  et  cubiques.  Le  point  si  épineux  des  approxi- 
mations est  développé  avec  soin  et  expliqué  avec  clarté, 
d'après  les  principes  contenus  en  divers  articles  dont  l'excel- 
lent professeur  a  bien  voulu  enrichir  les  Nouvelles  AnnaU$ 
(t.  I,  p.  249,  487,  et  t.  IV,  p.  205)  ;  la  règle  pour  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  contient  quarante- sept  lignes.  Les 
énoncés  fondamentaux  devant  être  conflés  à  la  mémoire ,  on 
ne  saurait  les  rendre  trop  courts.  Descartes,  dans  une  lettre 
à  Mersenne,  se  plaint  de  ne  pouvoir  retenir  la  règle  pour 
l'extraction  de  la  racine  cubique  ;  chaque  fois  qu'il  en  a  besoin, 
il  est  obligé  de  l'inventer,  et  il  prie  Mersenne  de  lui  épargner 
cette  fatigue,  en  ne  l'entretenant  pins  de  questions  d'arith- 
métique. 

Chapitre  VII  (p.  185-208).  Des  rapports  et  proportiom. 
Nous  engageons  nos  lecteurs  à  consulter  l'exposition  philo- 
sophique qu'a  faite  M.  Gergonne  de  la  théorie  de  la  règle  de 
trois  {j4 finales,  t.  VII,  p.  117,  1816)}  le  savant  géomètre 
établit  parfaitement  l'inutilité  scientiflque  de  la  théorie  des 
proportions.  Toutefois,  fournissant  bon  nombre  de  pages, 
elleest  utile  aux  auteurs. 

Chapitre  VIII  (p.  208-236).  Théorie  des  logarithmes.  Cor- 
respondance de  deux  progressions,  selon  l'idée  népérienne; 
nouvelle  preuve  que  la  méthode  d'invention  est  rarement 
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la  plus  simple.  Certes  ^  l'exposition  exponentielle  d'EuIer  est 
plus  facile,  plas  satisfaisante,  et  même  plas exacte ,  car  elle 
rend  raison  des  valeurs  nuUiples  des  logarithmes ,  de  Fima- 
ginarilé  des  logarithmes  des  nombres  négatifs  -,  ce  qu'il  serait 
trôs-pénible  de  déduire  de  la  méthode  des  deux  progressions 
conjuguées.  Mais,  celle-ci,  on  doit  en  convenir,  a  le  même 
avantage  que  nous  avons  indiqué  ci-dessos  pour  les  propor- 
tions. 

DsuiuiiifB  r^TUB.  j4pfliçéUion$  (p.  ^Z^'â^'i)^ 

Sous  le  titre  de  problèmes  et  questions  d'examen ,  fauteur 
donne  le  système  métrique  et  diverses  applications  des  quatre 
règles,  de  la  règle  de  trois ,  de  l'intérêt  simple  et  composé , 
de  la  règle  de  société ,  d'alliage  et  de  change ,  ce  qui  met 
les  élèves  intelligents  en  état  de  répondre  à  toutes  les  ques- 
tions d'arithmétique  commerciale  qu'on  fait  dans  les  exa- 
mens. 11  serait  à  désirer  que  les  données  fussent  toujours 
pratiques  et  puisées  dans  la  statistique  du  pays.  Le  Lilavati 
donne  des  règles  de  trois ,  de  cinq ,  de  sept  et  de  neuf.  Comme 
dans  ces  sortes  de  questions  il  s'agit ,  au  moyen  d'un  certain 
nombre  de  rapports  donnés ,  de  trouver  le  second  terme  d'un 
rapport  dont  on  connaît  le  premier  terme ,  le  nombre  de 
données  est  donc  essentiellement  impair.  L'exemple  pour  la 
règle  dfi  sept  est  celui-ci  :  Si  8  éioliarpes  de  soie,  «iMirant 
3  coudées  de  largeur  et  6  de  longoeor,  coûtent  iOd  mMoi, 

combien  coûtera  1  écharpe  de  3  ~  coudées  de  long  sur  -  de 
large  (secLVJ.j  82). 

Ckapitre  IX.  Appmdiee.  Ce  nom  eonvient-il  au  chapiire 
d'un  ouvrage?  De$  différents  syslénm  de  numémiion.  On 
trouve  ici  les  théories  des  fractions  périodiques  4aja^  une 
base  quelconque. 

Chapitre X.  Appendice.  Preuves  par  9  et  li ,  ooUitosteis 
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r«Mrag€;  dirâibHité  par  7;  limite  da  plus  petit  noorim  4e 
divifiioM  éao€  k  redierche  du  p.  g.  c.  d.  «A  sor  le  plos  pelil 
■mltiple  coDiiMBRi ,  applicatioii  des  progressiom  &  divers 
praUènes.  Eofai  l'ouvrage  est  terminé  par  les  mélhodet 
abrégées  de  l'auteur  svr  les  approiimations  numérfqaes  €t 
fpar  la  dinsion  ordonnée  de  Fonrier. 

Cet  MTraga  annonee  partout  an  professeur  comiaissfliit 
ions  tv  détours  des  exanoens  ;  a«ssi  il  sera  recherdié  des  ean- 
didaU  aniL  dt^rerses  écoles.  Le  style ,  reproduisant  les  expli- 
catioM  données  au  tableau ,  est  parfois  trop  verbeux  ;  e'est 
nn  défaut  dont  les  élèves  ne  se  plaindront  pas. 

Le  succès  que  l'ariUiatcliquede  M.  Guilmin  a  obtenu  dans 
on  grand  nombre  de  lycées  et  d'institutions  spéciales  a  été 
sanctionné  par  le  suffrage  universitaire.  Elle  a  été  autorisée , 
le  28  avril  1848,  par  le  conseil  de  Tinstruction  publique 
pour  l'enseignement  des  lycées. 


THÉORÈMES  GEBÉAAIJX 

ecncemani  les  équations  d'un  degré  quelcKmqm  Wtu  un  noifh 
bre^pukonque  d'équations^  d'après  M,  Pludsor^profemur 
à  Bam  (f-r^lie,  t.  XVI,  p.  47, 4837),  m  français. 


I.  Lemme.  Une  équation  algébrique  complète  a  deux  va- 
riables, de  degré  n  à  ■^''"^^i|""^^^~l =Bf  cpegdepts. 

II.  Théorème  I.  Si  l'on  donne  à  deux  quantités  variabiai 

raeeesflfvemeat  N— i  couples  de  valeurs,  et  si  l'on  suppose 

€fa%  ces  valeurs  satisfont  h  une  équation  qndconque  de 

,      '          (/i— l)(i»— 2) 
degré  n  entre  les  deux  variables ,  il  y  aura  ^       -i 
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nouveaux  couples  de  valeurs  qui  satisfont  à  la  même  équa- 
tioD  et  qui  dépendent  uniquement  des  couples  précédents. 

Démùnstratùm,  Soit  F^=0  l'équation  générale  de  degré  n 
entre  deux  inconnues  et  à  laquelle  satisfont  N — 1  couples 
de  valeurs;  toutes  les  équations  de  degré  n,  auxquelles  ces 
mêmes  couples  de  valeurs  satisfont,  peuvent  être  représentées 
par  F^+k/^  =  0 ,  où  ft  est  un  coefficient  arbitraire  et  f^  une 
autre  fonction  quelconque  de  degré  n\  il  est  évident  que  les 
N— 1  couples  de  valeurs  satisferont  aussi  à  réquationy),=sO; 
or  les  deux  équations  F^=Oy  /»=0  admettent  n'  couples 
de  valeurs  communes  et  pas  davantage ,  et 

donc  l'équation  F^=0  est  satisfaite  par ^ nou- 

veaux  couples  de  valeurs. 

III.  Théorème  IL  Si  Ton  connaît  N —  1  couples  des  ra- 
cines de  deux  équations  du  n^^  degré  entre  deux  inconnues, 

on  obtiendra  les ^— i  couples  de  racines  restantes 

1.2  *^ 

sans  avoir  recours  à  ces  équations. 

Démonstration.  Éliminant  une  des  inconnues,  on  obtient 

une  équation  de  degré  n'   de  la  seconde  inconnue;  on 

connaît  N— 1  racines;  les  autres ^""     racines  dé- 

1.2 

pendent  donc  d'une  équation  de  ce  degré. 

IV.  Théorème  IIL  Si  m  des  coefficients  de  Féqualion  d'un 
degré  n  quelconque  entre  deux  variables  sont  donnés,  ou 
bioi  encore  s'il  existe  m  équations  linéaires  entre  ces  coeffi- 
cients, il  suffira  de  connaître  N — 1  — m  couplés  de  valeurs 
de  deux  variables  qui  satisfont  à  Téquation  du  n^^  degré 

pour  en  déduire  ^ ^ ^-f/w  nouveaux  couples. 
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Démonstration.  N— 1  — m+^^~^^^^"'^^^+m=/i«. 
V.  Théorème  ir.  Si  l'on  connaît   (nq  _ i?Z:!fc::?^j 

couples  de  racines  de  deux  équations  du  n*^  et  da  q^^  degré 
entre  deux  inconnues,  n  étant  plus  grand  qne  q  et  q  plus 

grand  que  2,  on  en  déduira  -^ — ^^         couples  des  racines 

restantes  sans  recourir  aux  équations  proposées,  en  fonction 
des  racines  connues  et  par  la  résolution  de  deux  équations 

da  degré  (^-yr'^. 

®  1.2 

Démonstration.  Parmi  les  N — 1  couples  de  valeurs  qui  sa- 
tisfont à  réquationF^=09  choisissons  à  Tolonté  : 

(p^i)(p—2)      ^ 
2 

couples  qui  déterminent  complètement  une  équation  de 
degré/?,  représentée /|,=sO;  supposons  n=:p+q^  les 
couples  sont  au  nombre  de 

(^-l)(î— 2) 


N_l-[l£±I^)-|]=«, 


Supposons  qne  ces  couples  restants  satisfassent  à  une  équation 
de  degré  ^  ou  à  ^^  =  0;  or  les  équations  Fn  =  0,  7(9)3=0 
ont  en  commun  nq  couples  de  racines  ;  donc,  etc. 

VI.  Lemme.  t' équation,  générale  du  degré  n  entre  trois 

,.     ,  («+i)(/i+2){/i+3)      ,      ^ 
inconnues  contient  >— '— i^"-    '    '!_»_/  — i  =:N  constantes. 

1.2.3 

VII.  Théorème  y.  Si  Ton  donne  à  trois  quantités  variables 
successivement  N  —  1  groupes  de  valeurs  quelconques ,  et  si 
Ton  suppose  que  ces  variables  satisfont  à  une  équation  géné- 
rale du  n^^  degré  entre  les  trois  variables,  il  y  aura  une  in- 
finité de  teb  groupes ,  dépendant  uniquement  des  groupes 
donnés,  qui  satisferont  tous  à  cette  même  équation* 
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Dimonstratim.  CarcesN— 1  gronpes  déterminent  tons 
les  coeiBcienf  s  en  fonction  d'un  seul ,  qui  reste  indéterminé. 

VIII.  Théorème  FL  Si  Ton  dofuse  à  trois  quanliâés  varia- 
bles successivement  N — 2  groupes  de  valeurs,  et  si  l'on 
suppose  que  ces  groupes  satisfont  à  une  équation  quelconque 
du  /i^«  degré  entre  les  trois  variables,  il  y  aura  toujours 
ii^r-.*9f +2  nouveau  groupes  de  valeurs  et  dépeodaai  Boi- 
quemeiit  des  groupes  donnés ,  qui  satisferont  à  cette  même 
équation. 

IX.  Théorème  VII.  Si  Ton  connaît  N— 1  groupes  de  va- 
leurs qui  satisfont  en  même  temps  à  deux  équations  4m  n^ 
degré  entre  trois  inconnues ,  Ton  obtiendra  une  infinité  de 
tels  groupes  sans  avoir  recours  aux  deux  équations  proposées. 

X.  Théorème  FIIL  Si  Ton  connaît  (N— 2)  groupes  de  ra- 
cines de  trois  équations  données  do  n^^^  degré  entre  trois 
inconnues,  Ton  en  déduira  les  {n^ — ^N-f-2)  groupes  de  racines 
restantes  sans  avoir  recours  aux  équations  données. 

XI.  Théorème  IX.  Si  parmi  les  coefficients  de  l'équation 
générale  du  n<^">«  degré  entre  les  trois  variables ,  il  y  en  a  m 
de  dom)é5  »  ou  bien  encore  sj  m  équations  linéaires  de  condi- 
tion ont  lieu  entre  ces  coefficients ,  il  en  résultera  : 

l*Qae  N— m — \  groupes  donnés  des  trois  variables  qui 
vérifient  f  équation  générale  en  comportent  un  nombre  infini; 

â'*  Que  N  —  m — 2  gronpes  donnés  en  comportent 
«• — N-fm+2  groupes  nouveaux. 

XII.  Théorème  X.  Si  l'on  connaît 

(^+i)(^+2)(^+3)      (/»-^y+1)(/t^g-}-2)(7i— y+3) 
1.2.3  1.2.3 

groupes  de  trois  vale»r6  qui  satisfont  en  même  temps  à  den 
éqnaitoes  entre  trois  variables,  dont  l'une  s  élève  au  âegrém 
et  l'attire  au  degré  q,  l'on  en  déduira  une  infinité  de  ptrcik 
groupes  sans  avoir  ri^tiours  à  ces  équations. 
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Xïll.  Théorème  XL  Si  Ton  connaît 

(/i+1)(/i+2)(/i+3) 


1.2.S 


1.2.3  1.2.3 

groupes  des  racines  de  trois  équations  entre  trois  inconnues  et 
dont  les'degrés  s'élèvent  respectivement  à  n ,  ç  et  5 ,  roxn  en 
déduira  tous  les  autres  groupes  sans  avoir  recours  aux  trois 
équations  proposées. 

Observations,  Les  deux  derniers  théorèmes  se  démontrent 
comme  on  a  fait  pour  le  théorème  lY . 

XIV.  Lemme.  Le  nombre  des  coelTicients  d'une  équation 
de  degré  n  entre  g  variables  est  : 

XV.  Si  parmi  les  coefficients  de  l'équation  générale  du 
yiéme  degré  entre  g  variables  il  y  en  a  m  de  donnés,  il  en  ré- 
sultera : 

!•  Que  si  S  -^m — {g — h)  groupes  donnés  de  g'  variables, 
qui  vériûent  Téquation  générale ,  rn  comportent  un  nombre 
infini  de  pareils  groupes ,  de  sorte  que  dans  tous  ces  groupes 
Fon  peut  prendre  à  volonté  les  valeurs  de  (h—i)  des  g  va- 
riables, où  h  est  un  nombre  arbitraire  >1  et  <g-; 

2*  QneS^—i^—(g — 1)  groupes  donnés  en  jDOmportent 
n'—s+m  +^ — 1  groupes  nouveaux. 

XVI.  Théorème  général.  SI  Ton  connaît 

S»  — S(»-p)  — S(»-g)...  —(g—  i) 

groupes  de  racines  de  g  équations  entre  g  inconnues ,  et 
•'élevant  respectivement  aux  degrés  »,/?,  j...,  Ton  en  dé- 
duit tous  les  autres  sans  avoir  recours  à  ces  équations  qui 
restent  complètement  déterminées. 
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THÉORÈME  ARITHMOLOGIQUE  DE  M.  STEINER, 
démontré  par  M.  Jacobi  (CreUe,  t.  XIY,  p.  64, 1835). 


Théorème,  p  est  un  nombre  premier;  a,,  a^.,.,a^  sont  ji 
nombres  non  divisibles  par  p  et  laissant  n  résidus  différée  ^ 
la  somme  des  combinaisons  avec  répétition  de  la  classe 
p  —  r  de  ces  n  éléments  est  divisible  par  p  lorsque  r  >  1  et 
<n-i. 

Démonstration.  Soit  (a,— aj(a,— ^^....Ca, — aJsr^A,, 


Ainsi  A, ,  A.  ••••  A^  ne  sont  pas  divisibles  par  p. 
Si  Ton  pose 

1  P        F        F' 

! =s— -1--— 4-— —  4- 

on  sait  que  PC*»)  est  la  somme  des  combinaisons  avec  r^èti- 
tion  de  la  classe  m  des  n  éléments j  a,j  a^,.,.a^. 
On  a  aussi  l'expression  connue 


P(m)  =  ï! ^  "*• 


A.        '        A,       *    •  •        A, 
et  lorsque  ^=0ou<;«  —  1,  on  a: 


a,     .    a 


A,         A,         A,  A^ 

Faisons  /i+w— 1  =A:+p(/7— l) ,  ou/n=*+p{/?—i)— (#»—!), 
ou  w  <  P(/?  —  1)  ;  alors,  d'après  le  théorème  de  Fermât, 


Digitized  by 


Google 


difisés  par  p^  laiMent  les  mêmes  résidus  que 


^.\ 


donc  le  produit  A^, ....  A^PC*>^)  laisse  le  même  résido  qae 

Or  ce  produit  est  nal  ;  donc  F"»)  est  divisible  par  p.  Posons 
p = 1 ,  et  faisant  k  saccessivement  égal  à  0, 1 , 2, 3 .... n  —  2 , 
on  a  le  théorème  énoncé  \  en  prenant  pour  p  un  nombre 
entier  positif  quelconque,  on  a  un  énoncé  pins  général. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

rélaiicti  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiques.  Suite 
(voir  t.  V,  p.  413). 


Trigonométrie  q^hérique, 

83.  Sin-a  cos -  6sin G  »  sin-  c  cos(P— A)  ;  P=-(A+B+C); 
fournit  cinq  autres  (*). 

84.  Gos-a  cos-6sinG  =  cos-c cos(P— G)  fournitdeuxautres. 

85.  Sîn-asin-foinG=cos-csinP  id. 

86.  Sin^(^fr)siniG=:sin^cos^(A— B). 

1  111 

87.  Sin-(a — 6)cos-G=sin-csin-(A— B). 

À  À  À  Jk 


(*)  Lei  formnlM  %z,  84,  as  lont  dues  à  M.  Scbmeisser,  profesiear  à  Prane- 
fori-tar-roder  (  Crelle,  t.  X,  p.  146  ),  et  les  formules  86,  87, 88, 89,  à  Delambr* 
(  GonnaU8«nce  def  tempi  dt  1809,  p.  45,  publiée  en  1807  ). 
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1  1  i         1  - 

88.  Cos~(^z— ^)cos-C=cos-csîn-(A-fB). 

1  111 

89.  Ce8~(^i+ip)sin-C=e09-ccos-(A-|r^. 

À  À  Jà  Jà 

90.  4 sina  sin6 sioc  =  siD2a -f  sinSfr  +  sio2c ,  lorsqae 

1  1  1  f 

91.  =t:-Tr=cosa:— -cos3a:+-cos5x— -cos7a:  +  etc.  (Le 

4  3  '  5  7 

vpm  +  on  —  selon  qa«  cos  x  est  positif  OYI  négBfCtf. 

92.  Cosor^d::    ' 

4/1        cos2j:      cos4j:       cos6j:       cosSj:  ,       \ 

««    ^    >        ^^8/cosj:  ,  cosSr     eos5a:  ,  cosTo:         \ 
ttVi. 1.3^  1.3.5       3.5.7^5.7.9  / 

94.  Cos3a:=±: 

12/      l  2cos2j:      2cos4j:      2cos6x  \ 

"~TV3.1.1.3''"l.l.3.5"*'l.3,5.7~3.5.7.9"^  '"  /* 

Observation,  Ces  quatre  formules  ont  été  données  par 
M.  Eummer ,  dans  un  mémoire  extrêmement  remarquable 
sur  la  manière  de  développer  d'une  infinité  de  manières  eo 
série  les  puissances  de  sin  jc  et  cos  jc  (Grelle ,  t.  XIV,  p.  121, 
1835);  mais  Fonrier  a  déjà  donné  les  formtrle»  91  dH 
dans  la  Théorie  de  la  chaleur  (p.  175 ,'  1822}. 

95.  Sin  (w  —  x)  sin  (y  —  z)  +  sin  (w  ^jr)  sin  («  —  x)  + 

+  sin  {w  —  z)  sin  {x  —  j*-)  =  0. 

Observation.  £n  ôtant  partout  le  mot  sinus ,  on  obtient 
une  identité  entre  les  six  différences  de  quatre  qoawlilésv 

M.  Jacobi  a  trouvé  la  magnifique  identité  suivante  pour 
les  fonctions  elliptiques  : 

sin  am{w — x)  sin  am  {y — z)  4-  sin<ïm(w— ^y)  %\nam(% — *}+ 
-jrSina/»(^— z)sinaw(.r— jr)  -f  Ar'sin  fl/»(w— jr)8i»4W»(7^ï) 
fli[iam(i^— ^)  Atïam[z — x)  sinam  [v — z)  smamix-^-y)  =  (t) 
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on  sait  que  am  signifie  Tamplitude  ou  Tangle  <p  dans  rînté- 
erale  i—===.  où  k  est  le  module  (Crelle,  t.  XV, 

p.  200,  1835). 

96.  Sin  j:  s\ny + siiiz  sin (z-f  j:+^)3=  sin(»+'^)  8iii(z+^) . 
siu  am  [x)  sin  am  [jr)  +  sin  am  (z)  sin  am[z'\-x  -f-^)  — 

—  sîna/»  (z  +  j:)  sin  am  (z +^)  = 
^h*fXxïam[x)Aïïam{y)%mam[z)^\uam{%-^x)  siu<w»(z+j^)  sinam(+J?-f:^). 

97.  Tang j:  tangj^  +  tangz  tangj^  («  +  ^  +^)  — 

—  tang  (z  +  x)  tang  (z  +  j^)  = 
=  (ang  j:  ian%y  tangz  tang(z+ j:)  tang  Cz-hr)  taiç(z-h^-f->'). 


SUR  L'EXTRACTION 

d*unc  racine  du  binôme  \/Z±  V/b,  d'aprds  M.  J.  Plana  , 
d  Turin  (Crelle,  t.  XTII,  p.  331 ,  1837),  en  français. 


I.  Soient  A'=a,  B'=^  ;  A*  et  B*  sont  de»x  nombres  ra- 
tionnels entiers ,  et  A'  >  B'  ;  il  s'agit  d'extraire  hi  vaciae  de 

d^ré  n  du  binôme  A±B;  j'écris  |?^A±B  =  f:^  et  oa 

2\/p 
regarde/?  comme  un  nombre  entier,  ainsi  que  les  carrés  x^ 
et  y.  Ceci  admis,  on  a  nécessairement  les  deux  équatienB: 


C^TfB^il^,    P-ÏIIB^ 


2» 


d'où 
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Soit 

et  prenons  : 

on  aura  .- 

(A'— B>  =  (2.3.5.7...r  =  r*; 

par  là  les  nombres  entiers/?  et  r  sont  connus.  Posons  : 

^  =  P^(A+B)>+P^(A-B)>,  (1) 

on  déduit  : 

x^y^^n  r=y^=2r  et  (yi^J^Si^^j^; 

2\/p 

il  faut  donc  pour  que  cette  extraction  soit  possible  que  z  soit 
un  nombre  entier. 

Faisons  : 

^=(A-+B>j    Y/^"-p=:2/;AB; 

on  bien  : 

a=2/;(A*  +  B');     |3  =  p«(A'-.BY  =  /^5 
alors 

Cette  forme  nous  apprend  que  z  est  racine  d'une  équation  de 
Moivre  de  degré  /i,  et  on  aura  pour  déterminer  a  réquatioo 

«=2-«ra     +-j;^2     ^^2^3 z    *...     (2) 

Si  71  est  impair,  le  second  membre  est  divisible  par  z ,  et 
r  doit  être  un  facteur  du  nombre  entier  «;  pour  le  trouver 
rapidement,  on  calcule  avec  une  table  de  logarithmes  les 
deux  parties  de  la  valeur  de  z  de  Téquation  (1)^  en  ayant  soin 
de  faire  ce  calcul  avec  plusieurs  chiffres  décimaux  ;  ei^saite 
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on  voit  si  Faddition  de  ces  deux  nombres  donne  an  nombre 
enlier  avec  une  grande  approximation ,  et  Téquation  (2)  ser- 
vira à  vérifier  ce  nombre.  Ce  procédé  sert  aussi  à  indiquer 
rimpossibiiité  de  l'extraction  de  la  racine  demandée,  en 
donnant  une  fraction  fort  éloignée  de  l'unité  pour  la  somme 
des  deux  parties  décimales. 

Si  n  est  pair^  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  divi- 
sible par  z"*  ',  en  sorte  que,  en  admettant  qu'elle  eût  des  ra- 
cines commensurables ,  on  en  pourrait  tirer  une  valeur 
entière  pour  z*  ;  mairalors  la  racine  de  ce  nombre ,  s'il  n'est 
pas  un  carré  parfait,  ne  serait  pas  un  nombre  entier;  ce 
qui  empêcherait  d'avoir  pour  x*  ety  des  nombres  entiers. 

Exemples  : 

II.  Newton  a,  le  premier,  traité  cette  question  et  donné 
une  règle  {Arithméiique  universelle,  t  II,  p.  116-121,  de  la 
traduction  de  Beaudeux ,  1 802) . 

£uler  a  élevé  des  objections  contre  cette  règle  dans  son 
mémoire  intitulé  :  De  extractione  radicum  ex  quantiiatibus 
irrationalibus  (Comm.  Pelrop.,  XIII ,  1751).  Le  but  du  tra- 
vail du  célèbre  professeur  de  Turin  est  de  montrer  que  les 
objections  sont  fondées  et  à  quoi  elles  tiennent. 


PENSÉES  DE  D'ALEMBERT 
iur  divers  sujets  de  mathématiqt^. 

I.  Sections  coniques.  La  théorie  des  sections  coniques  doit 
être  précédée  d'un  traité  qui  contiendra  les  principes  géné- 
raux de  l'application  de  l'algèbre  aux  lignes  courbes.  Cw 

Ahn.  m  M4TnôM.  TU.  1^ 
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principes  généraux  consisleroat  :  l**  à  expliquer  commeot  on 
représente,  par  une  équation^  le  rapporl  des  abscisses  aux 
ordonnées  *,  2^  comment  la  résolution  de  cette  équation  fait 
connaître  le  cours  de  la  courbe ,  ses  différentes  branches  et  ses 
asymptotes  ;  3^  à  donner  la  manière  de  trouver  par  lo  calcul 
différentiel  les  tangentes,  les  points  do  maximum  et  de  mini- 
mum; 4^  à  enseigner  comment  on  trouve  l'aire  des  courbes 
par  le  calcul  intégral;  par  conséquent  ce  traité  contiendra 
les  régies  du  calcul  différentiel  et  intégral ,  au  moins  celleg 
qui  peuvent  être  utiles  pour  abréger  un  traité  des  sections 
coniques*  Quelques  géomètres  se  récrieront  peut-être  ici  sur 
remploi  que  nous  voulons  faire  de  ces  calculs  dans  une 
matière  où  Ton  peut  s'en  passer,  mais  nous  les  renvoyons  à 
ce  que  nous  avons  dit  sur  ce  sujet  au  mot  Ellipse.  Noos 
y  avons  fait  voir  par  des  exemples  combien  ces  calculs  sont 
commodes  pour  abréger  les  démonstrations  et  les  solutions , 
et  pour  réduire  à  quelques  lignes  ce  qui  autrement  occupe- 
rait des  volumes.  Nous  avons  donné  d'ailleurs  au  mot  Diffé- 
rentiel la  métaphysique  très- simple  et  très-lumineuse  des 
nouveaux  calculs ,  et  quand  on  aura  bien  expliqué  cette 
métaphysique,  ainsi  que  celle  de  l'infini  géométrique  {voy. 
Infini),  on  pourra  se  servir  d'infiniment  petit  cl  AHnfini  pour 
abréger  les  expressions  et  les  démonstrations  (*). 

II.  Ellipse.,,,  Pour  démontrer  que  les  parallélogrammes 
formés  autour  des  deux  diamètres  conjugués  sont  égaux , 
imaginez  un  diamètre  infiniment  proche  d'un  des  conjugués , 
et  ensuite  imaginez  lo  conjugue  à  ce  diamètre  infiniment 
proche;  achevez  les  deux  parallélogrammes,  ou  plutôt  le  quart 
de  ces  parallélogrammes,  vous  verrez  à  l'instant,  et  pour 
ainsi  dire  à  l'œil ,  par  le  parallélisme  des  tangentes  aux  dia- 
ibètres  conjugués ,  que  ces  deux  parallélogrammes  infiniment 
proches  sont  égaux  ;  leur  différence ,  s'il  y  en  avait ,  ne  poiH 

(*)  6«oif<T&iE ,  Eneyelopédiet  t.  VII,  p«  638, 1757. 
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vani  être  qa'infloiment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à 
eux.  Donc ,  etc. 

Poar  démontrer  maintenant  qnc  la  somme  des  carrés  des 
diamètres  conjugués  est  constante,  conservez  la  même  flgore, 
appelez  a  un  des  demi-diamètres,  b  son  conjugué,  ^x-f-^^^  le  ' 
demi-diamètre  infiniment  proche  de  a,  6 ^-^6  le  demi-dia- 
mètre conjugué  ;  il  faut  donc  prouver  que 

a"  +  fc'  =  fl*  +  2arfa  +  ^'  — 2W^  ou  ada  =  bdb; 

or,  traçant  du  centre  de  Tellipse  et  des  rayons  a,  b  deux 
petits  arcs  de  cercle  x,  z ,  on  verra  d'abord  évidemment  que 
les  deux  quarts  d'ellipse  renfermés  entre  les  demi-diamètres 
copjugués  sont  égaux,  et  qu'ainsi  ax^^^bz)  or  x  est  à  da  et 
4  est  à  db,  comme  le  sinus  de  l'angle  des  diamètres  est  au 
cosinus  du  même  angle.  Donc  xidaiizidbi  donc,  puisque 
ax^bz^  on  aura  ada=ibdb. 

On  objectera  peut-être  que  ces  deux  démonstrations  soi^t 
tirées  de  la  considération  des  quantités  infiniment  petites, 
c'est-à-dire  d'une  géométrie  transcendante  supérieure  à  celle 
des  sections  coniques.  Je  réponds  que  les  principes  de  celte 
géométrie  sont  simples  et  clairs,  et  qu'ils  doivent  être  pré- 
férés dès  qu'ils  fournissent  le  moyen  de  démontrer  plus  aisé- 
ment. En  effet,  pourquoi  ne  mettrai  t-on  pas  à  la  té  te  d'un 
traité  des  sections  coniques  des  principes  de  calcul  différentiel, 
lorsque  ces  principes  simplifieront  et  abrégeront  les  démons- 
trations? J'ose  dire  que  Topinion  contraire  ne  serait  qu'un 
préjugé  mal  fondé  ;  il  y  a  cent  raisons  pour  la  détruire ,  et  pas 
une  pour  la  soutenir.  Les  principes  de  la  géométrie  infinité- 
simale étant  applicables  à  tout^  on  ne  saurait  les  donner  Irop 
l^t,  el  il  est  bien  aisé  de  les  expliquer  nettement. 

La  manière  dont  nous  venons  de  démontrer  l'égalilé  des 
parallélogrammes  circonscrits  à  l'ellipse ,  a  donné  occasion  à 
M.  Eulerde  chercher  les  courbes  qui  peuvent  avoir  une  pro- 
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prîété  semblable.  Mémoire  de  Berlin,  1745.  (Article  Ellipsb, 
Encyclopédie,  V,  1755.) 

Note,  Parlant  d'un  certain  problème  d'hydrodynamique , 
Euler  dit  :  Puisque  ce  problème  a  résisté  à  d'Alembert,  la 
solution  doit  dépasser  les  bornes  de  l'esprit  humain.  Nous 
voyons  que  cet  homme  hors  rang,  illustre  ami  de  Voltaire, 
et ,  à  l'instar  de  ce  puissant  génie ,  défensemr  intrépide  de  la 
raison  et  du  bon  sens ,  nous  voyons  qu'il  conseillait  il  y  a  près 
d'un  siècle  l'introduction  du  calcul  inûnitésimal  dans  l'ensei- 
gnement élémentaire;  et  toutefois,  en  1848 ,  ce  calcul,  non- 
seulement  n'est  pas  admis,  mais  est  encore  superstitieusement 
repoussé,  à  tel  point  que  beaucoup  de  professeurs  ignorent  ce 
calcul ,  que  le  grand  nombre  l'oublie,  et  qu'une  classe  entière 
de  savants,  les  médecins  et  chirurgiens,  n'en  entendent  jamais 
parler  et  restent  ainsi  complètement  étrangers  aux  lois  dyna- 
miques, qui  occupent  une  place  si  importante  dans  le  jeu 
des  fonctions  vitales.  L'Université ,  devenue  républicaine , 
modi6era-t-eiïe  son  système  d'éducation  nationale,  si  dé- 
fectueux dans  la  partie  scientiflque,  si  stérile  (*)  dans  la 
partie  littéraire?  Je  l'espère  peu.  La  commission  formée 
pour  réformer  les  hautes  études  l'entreprendrait ,  qu'elle  n'y 
réussirait  pas;  en  France,  il  est  plus  facile  de  changer  dix 
formes  gouvernementales  qu'une  seule  forme  pédagogique. 
Des  préjugés  mensuellement  émargés  soni  inexpugnables. 


(')  Les  langues  mortes  s'apprennent  en  lisant  continuellenient  les  bons  «n- 
leurs  d'un  bout  à  l'autre ,  et  en  écrivant  peu  :  c'est  le  contraire  dans  nos  col- 
lèges. Les  élèves  éçrivaillent  sans  cesse,  lisent  peu,  et  toujours  fragmentaire- 
ment.  Deux  années  d'application  sufiisent  pour  savoir  rallemand,  idiome  trés- 
diflicile,  et  nous  mettons  dix  années  à  ne  pas  apprendre  le  latin,  langa« 
comparativement  très-facile.  Ost  que  la  division  en  classes  de  7%  6%  5% etc., 
excellente  pour  donner  de  remploi  à  un  nombreux  personnel ,  sert  aussi  à  dé- 
penser le  temps  do  la  manière  la  plus  stérile  du  monde.  Rendons  grâces  à  la 
Providence  de  ce  qu'elle  s'est  chargée  d'apprendre  à  parler  à  nos  enfants.  L'U- 
niversité se  serait  emparée  sans  conteste  de  cette  besogne ,  et  y  aurait  infailli- 
blement appliqué  son  système  de  dattes.  J'ai  la  conviction  que  nos  enfants 
seraient  parvenus  à  l'âge  de^ix  ans  sans  savoir  parler 
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DISCUSSION 


Sunt  cùiivfM  donnée  par  une  équation  enveloppe  ou  aux 
ordonnées  linéaires  de  Plûcker  (t?.  p.  10),  et  applications 
des  problèmes  sur  les  enveloppes  des  cordes  de  coniques. 


I.  Théorème.  Soiipy'\-qx=i  (1)  l'équation  d'une  droite» 
et  ^/»*+  bpq  +  cq*+  dp-j-eq  +^=  0  (2)  la  relation  entre 
^  et  ^ ,  cette  relation  est  l'équation  enveloppe  d'une  conique. 

Démonstration.  Posons  l'équation  hexanome  ordinaire 
d'une  conique ,  7  étant  l'angle  des  axes  ;  pour  que  la  droite 
(1)  soit  tangente  à  cette  conique ,  et  considérant  que  pet  q 
sont  les  valeurs  réciproques  des  coordonnées  à  l'origine,  on 
doit  avoir  la  relation 

/>•— 2/ipî+/gr'--2*>— .2A:y  +  m=0  (3)  (t.n,p.  i08). 

Or  on  peut  identifier  les  deux  équations  (2)  et  (3) ,  ce  qui 
donne  : 

c.  q.  f.  d. 

II.  Problème,  Etant  donnée  l'équation  enveloppe  d'une 
conique,  trouver  l'espèce. 

Solution.  Soit  (2)  l'équation  enveloppe  donnée  de  la  oo* 
nique 9.  on  a  les  relations  d'identité 

ife"— m/  k'^-^ml'  —(^{kkl+mn) 

Substituant ,  an  Heu  de  A:,  h',  l,  l\  n  leurs  valeurs  dêdui(es 
deA*clations  (4),  il  vient  • 
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^ 16/'L       '  ^ 16/'L       •  " ITL       ' 

d'où 

m* 
B--  4AC  =  ^^  {[de  -  U/y-  (c-  -  ief)  [d^-  ♦«/)]  = 

-=  Wi'  t"*^-  6rfe+ crf«+/(*'-*«)]  »  ^L.- 

Cette  expression  permet  de  déterminer  l'espèce  de  la 
conique. 

10  Si  /=  0 ,  c'est  une  parabole. 

2°  Si  L,  =  0  et  fc*— 4^zc  pas  négatif,  alors  Féquation  (2) 
est  décomposable  en  facteurs  rationnels ,  et  chacun  de  ces 
facteurs  a  pour  enyeloppc  un  point  (t?.  t.  I,  p.  491);  si 
L,  =  0  et  b" —  hac  <  0 ,  l'équation  ne  représente  rien.  Si 
d=ze  =/:=  V —  ^ac  =  0 ,  alors  Véquation  se  réduit  à  un 
facteur  carré ,  et  l'équation  représente  un  point  double. 

3""  Si/L,  est  positif,  la  conique  est  une  hjperbole,  et  si 
/L,  est  négatif,  c'est  une  ellipse. 

Observation.  Nons  ayons  désigné  la  fonction  par  L, ,  parce 
que  sa  formation  est  analogue  à  celle  d6  la  fonction  L  ^tans 
l'équation  hexanome  ordinaire. 

III.  Si  l'on  désigne  par  ar  et^  les  coordonnées  du  centre, 

ainsi  ^/?  +  eg  +  9/=  0  est  l'équation  enveloppe  du  centre. 

IV.  Problème,  Un  triangle  a  deux  sommets  fixes  sur  une 
conique  donnée;  le  troisième  sommet  décrit  une  seconde 
courbe  donnée  dans  le  plan  de  la  conique  ;  celle-ci  est  otMipée 
par  les  côtés  mobiles  du  triangle  en  deux  points.  Troartf 
l'équation  enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points. 

Solution,  Désignons  par  2rla  longueur  du  c6tc  du  triangle 
inscrit  dans  la  conique  ;  prenons  oe  côté  pour  axe  des  x ,  et 
son  milieu  pour  origine ,  et  une  droite  de  direction  qU* 
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coiiqae  pow  axe des^  ;  soit  P{X,  Y)  =0  Téquation  de  la 
courbe  donnée  sar  laquelle  se  meut  le  sonfnnet  mobile'.  Un 
calcul  facile  donne  pour  le  système  dbs  deux  côtés  mobites 
du  triangle,  Véquation  suivante  ; 

y  (X«—  r»)  ^  aXYxr  +  Y^a:'+  2r^Yy— r>r  =  0 ,    (1) 
qui  se  térifie  d'ailleurs  en  faisant  d'abord  j:  =  X  et^  =  Y, 
et  ensuite  en  faisant  y  =  0^  j:  =  it  r,  la  conique  qui  passe 
par  les  sommets  fixes  a  nécessairement  une  équation  de  cette 
forme  : 

Ar^+Bjrr  +  a:'+Dr  — r^=0;  (2) 

A,  B,  D  sont  trois  constantes. 

Retranchant  l'équation  (1)  de  l'équation  (2)  multipliée  par 
y  et  ôtant  du  reste  le  facteur  commun ,  il  Tient  : 

j^(A:r -X^+0+Yx(BY+2X)+Y(DY-2r')  =0  ;  (3) 

le  bcteur  ùiéy  correspond  à  Téquation  ^^=0,  équation 
du  côté  Cxe ,  corde  commyne  au  triangle  et  à  la  conique  $  et 
l'équation  (3)  correspond  à  la  seconde  corde  commune  et 
Tariable  $  dÇOAoqs  k  cette  dernière  équation  la  formo  py  + 
-j-  5rj:=  1 ,  on  obtient  : 

Y{B  +  Bq)  +  2X'^2qr^=0,  (4) 

r(A  -f  Vp)  -  X'—  2pr^Y  +  7^=  0.  (5) 

Élininant  X  et  Y  entre  ces  deux  équations  et  l'équation 
F  (X,  Y)  =  0  ^  on  obtient  une  relation  entre  pet  g,  qui  est 
réqQatioQ  enveloppe  cherchée. 

V.  Problème.  Mêmes  données  qu'au  problème  précédent. 
Trouver  la  courbe  telle  que  l'enveloppe  de  la  corde  mobile 
soit  une  conique. 

Solu&m,  On  a  : 

_AY'— X'dir'  Br  +  aXY 

t  ^"^    ¥(2/^— DY)    '     ^'~Y(2r'— DY)* 
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Pour  que  Tenveloppe  soit  celle  d'une  conique,  on  doit  avoir  : 

ap^+  bpq  +  Cî*+  dp  +  eqtf=  0  ; 

mettant  à  la  place  de  /?  et  de  9  Icars  valeurs  respectives,  on 
parvient  à  une  équation  du  4"^  degré  en  X  et  Y ,  à  laquelle  il 
ne  manque  que  des  termes  en  X^  et  en  X  pour  être  complète. 
Or  eUe  ne  renferme  que  cinq  indéterminées  ;  elle  ne  saurait 
donc  représenter  une  courbe  quelconque  de  son  espèce. 

YI.  Théorème.  Mêmes  données.  Si  la  ligne  donnée  est  une 
droite ,  Fenveloppc  de  la  corde  mobile  est  une  conique. 

DèmonstraMon.  Eliminant  Y  entre  les  équations  (4)  et  (5) , 
il  vient,  réductions  faites  : 

r[4(A+D/,)-{B+Dyn+  \^ 

+4Xr»(Bp— 2A^--D/»î)+4îr*[Ay— B/i]+r'[B+l)^]')        '     ' 

L'axe  des^'  ayant  une  direction  quelconque,  on  peut  suppo- 
ser que  cette  direction  est  parallèle  à  celle  de  la  droite  don- 
née ;  alors  X  est  une  quantité  constante ,  et  l'équation  étant 
du  second  degré  en  /?  et  ^jr  est  l'équation  enveloppe  d'une 
conique.  G.  q.  f.  d. 

Observation.  Éliminant  X  entre  les  deux  équations  (4)  et 
(5) ,  il  vient  cette  équation  en  Y  : 

q'  [2/^—  DY]  '+  \p\  [2r*—  D  Y]  -^  iSïq  [2/^— DY]  + 
+  r[B*-4A]— 2/^  =  0. 
La  droite  donnée  devenant  parallèle  à  l'axe  des  x  \  alors  Y  est 
constant ,  et  cette  équation  devient  encore  une  équation  enve- 
loppe d'une  conique ,  dont  l'espèce  est  indiquée  par  le  signe 
du  terme  tout  connu.  Or  l'on  a  : 

a  =  6  =  0    et    c=:(2r*— DY)*(Probl.  II); 

si  2/^ —  DY  =  0 ,  alors  la  droite  donnée  est  la  polaire  de  l'ori- 
gine ,  et  l'équation  (3)  indique  que  la  corde  mobile  passe  con- 
stamment par  l'origine  \  ce  qui  est  évident  à  priori, 
y  II.  Théorème.  Mêmes  données.  Si  la  ligne  donnée  est  i|pe 
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seconde  conique  ayant  avec  la  première  la  corde  fixe  en  oom- 
muD,  l'enveloppe  de  la  corde  mobile  est  une  troisième  conique, 
ayant  avec  la  seconde  conique  deux  points  de  contact  aux. 
extrémités  de  la  corde  fixe. 

Démonstration.  Deux  coniques  ont  toujours  six  cordes  en 
commun,  analytiques  ou  réelles  ;  il  y  en  a  toujours  au  moins 
deux  dont  les  directions  sont  réelles  ;  or,  ici ,  les  deux  coni- 
ques ayant  une  corde  fixe  réelle  en  commun ,  il  en  existe 
encore  une  seconde  ;  la  première  étant  prise  pour  axe  des  j:, 
donnons  à  l'axe  des^  même  direction  que  la  seconde  corde; 
l'équation  de  la  première  conique  étant  comme  dessus, 

A^'+B^çr  +  x'+D^-r'+O, 
celle  de  la  seconde  conique  est  : 

Ar+irXY  +  X'+D'Y  — r^  =  0.  (7) 

Ainsi  la  seconde  corde  a  pour  équation  :r(B— B')+D— D'sO  ; 
les  équations  (4)  et  (5)  deviennent  : 

Y(B  +  Dî)  +  2X  =  2^7^, 

DpY— FX  =  D'  +  2pr"; 
d'où 

2(BVV  +  2r>  +  iy)  —  T)Vq—2Br^p  ■-  BD' 

B'D^  +  2Dp  +  BB'  '       ^—      FD7+2Dp4-BB'     ' 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (7) ,  on  obtient  une  rela- 
tion du  second  degré  entre/?  et  q  ;  donc  la  corde  mobile  en- 
veloppe une  conique. 

Observation,  Cette  démonstration  n'est  pas  applicable  à 
deux  coniques  semblcAles  ayant  une  corde  en  commun,  parce 
que  la  seconde  corde  est  située  à  Vinfini,  Toutefois  les  projec- 
tions centrales  de  ces  courbes  semblables  ne  sont  plus  sem- 
blables. Le  théorème  subsiste  donc  pour  les  projections;  il 
subsiste  donc  aussi  évidemment  pour  les  courbes  projetées. 

VIII.  Théorème.  Soient  deux  coniques  O  et  O'  ayant  deux 
points  de  contact  en  A  et  A';  si  l'on  mène  à  la  conique  inté- 
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riiora  O  nne  tang ente  rencontrant  la  coniqne  O'  en  dam 
point!  B  et  B^  le  lien  géométriqoe  da  point  d'intersection 
des  droites  AB,  AIB  est  nne  troisième  conique  passant  par 
les  points  A  et  A'. 

Démomtrutwn.  C'est  rin?erse  dn  théorème  VU. 

IX.  Soient  deux  coniqaes  O  et  O'  ayant  deux  tangentes 
oonrauines  \  menons  une  tangente  quelconque  à  la  cooiqne  O» 
rencontrant  les  deux  tangentes  Gxes  en  deux  points  A  et  A'i 
par  ehaenn  de  ces  points  on  mène  une  tangente  à  la  conique  (X; 
le  lies  géométrique  de  l'intersection  de  ces  tangentes  est  um 
conique  toadiée  par  les  deux  tangentes  fixes. 

Démonstratiçn*  Par  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

Tm. 


RAPPORT  SEGMENTAIRE  PROJECTIF  SPHÉRIQUB. 

(;^otrt.VI,p.  86.) 

Théorème.  Soit  un  faisceau  de  grands  cercles  partant  di 
point  A  et  coupé  par  les  transversales  BCDE...  etB'C'D'E'..*; 
formons  sur  l'arc  BCDEF  un  rapport  segmentaire,  qui  serait 
prcgectif  si  les  segments  étaient  des  droites,  et  le  rapport 
analogue  sur  l'arc  B\..F'.. . ^  si  à  chaque  segment  on  substitue 
le  cosinus  de  la  moitié  de  ce  segment  multiplié  par  le  sinus 
de  la  moitié  de  Tairo  du  triangle  dont  ce  segment  est  la  base, 
les  deux  rapports  sont  égaux. 

Démonstration.  Cette  égalité  est  fondée  sur  l'équation 

.   s       a 
sm-cos- 

SinA=:— ^ ?;    (p.  17) 

.   b        c 

sin-  cos- 

2       2 

i  e4  i'i^re  du  triangle  «pbérique  ABC. 
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THEOREME  SUR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ, 
d'Qprè$  M.  F.  Ntinm  (Crelle,  t.  XVIII,  p.  176,  18M). 


I.  Lemme.  Soient  A  et  B  deux  points  matériels,  aeib  leurs 
poids,  et  C  leur  centre  de  gravité ,  P  un  troisième  point,  et. 
soient  menées  les  droiles  PA ,  PC ,  Pfi ,  on  a 

a.PA^  +  ô.PB^  =  (û  +  6)PÔ*  + -^ .  ABl 

II.  Lemme.  Soient  A,,  A,...  A^;  n  point  matériel;  a,, 
a,...  à^  leurs  poids  respectifs;  S,  le  centre  de  gravité  de 
A, ,  A, ,  et  5,  le  poids  ;  S3  le  centre  de  gravité  de  A,,  S.,  et  ^a 
le  poids ,  etc.,  et  enfin  S„  le  centre  de  gravité  de  S^_,  et  A^, 
et  #^  îe  poids  ;  de  sorte  que  s^  =  iz,+ ^,  +  •  » .  ^n-  D'un  polnf 
quelconque  P,  menons  le»  droites  PA,,  PA,...  PA^,  PS., 
PS,...PS^,  on  aura: 

^.PA.'+a,PA."+....ï„PA,'=^'ÏÂ'+ 


f2£^,^+...2n^s:;^^^ 


(I) 


Ce  lemme  est  une  conséquence  du  précédent. 

III.  Théorème.  Même  notation  que  le  lemme  précédent. 

Dans  quelque  ordre  qu'on  combine  les  poids  successive* 
ment  pour  parvenir  au  centre  de  gravité  5^  du  système,  le 
second  membre  de  la  précédente  équation ,  moins  le  dernier 
terme,  est  une  quantité  constante. 

Démonstration.  Supposons  que  le  point  P  coïncide  avec  le 
point  S^,  alors  PS^  devient  nul  et  le  premier  membre  de 
l'équation  (t)  donne  la  quantité  constante 
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donc,  etc. 
Corollaire.  Faisant  ^ï,  =  tf,= û,...  =  tf^= 1 ,  il  vient  : 

IV.  Théorème.  Soiii,''ap.(PApf=Ei  zap.aq.ApÉiq  =(^\ 
peiq  ont  toutes  les  valeurs  prises  dans  la  suite  1 , 2, 3...  n; 
ApAf  est  la  droite  qui  réunit  Ap  à  A^  ;  on  a  •. 

K.PSJ'  =  5,E-Q.  (2) 

Démonstration.  Plaçons  le  point  P  successivement  en  A,, 
A,...  A^,  l'équation  donne  : 

^.AA'+...^nAA'=^.S,A/+^.SA*+-^AA.+^A^;. 
a.AA-+.  .^nAA=«.S,A;+a.SA" +^A^;, 


a.AA'+...^^A,A^-=^.s„A; +*«a,s;î 

•multipliant  la  première  équation  par  £X,>  la  seconde  par 
â,,  etc.  y  il  vient,  conformément  à  la  notation  % 

Q  =  5jE-5,PS7]; 
d'où  Ton  déduit  l'équation  (2). 

Observation.  Au  moyen  de  cette  formule ,  on  déduit  les  dis- 
tances du  centre  de  gravité  à  trois  points  du  système ,  eo 
fonction  de  données  du  système.  Cette  formule  a  été  démon- 
trée analytiquement  par  Lagrange,  Théorie  des  fondions, 
p.  362,  et  Mécanique  analytique  j  t.  I,  sect.  iii^  $20;  et  par 
Laplace,  Mécanique  céleste ,  t.  II ,  chap.  m,  $  15. 
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TABLEAU 


deg  signes  des  lignes  trigonomètriques  dans  les  quatre  qua- 
drants de  la  circonférence ,  d'après  Henri  (Maarice) ,  in- 
génieur géographe. 


I"  QUAD. 

m  QUADaiRT. 

1H«    QDADRAST. 

IV»  qoadeant. 

+5ina 

rin(i9+a)=i-f-cosrt 

sm(a«4-a)=— sina 

sin(3«-|-rt;=— cosa 

•fcoséM 

cosëc(iv+a;r=+séca 

coséc(a9-j-  a  ;=— coséca 

coséc(39 -f-/i)=— sëca 

+cosa 

cos(i9+a)=— sina 

cos(aç+a)=— cosa 

cos(39-|-a)=+sina 

+séca 

8éc(jg+a)=    coséca 

séc(aff  4-  a)= — séca 

séc(39+a)=+co«éca 

+tanga 

tang(i«+a)«:— cota 

taiig(a9+a)=+tanga 

tang  (3q  4-  a)-»— cota 

+cota 

cot(x«+a)=— tanga 

cot(2ç4.a;=+cota 

cot(3g-i-a)=— tanga 

MOMENTS  D'INERTIE 

«Tan  arc  de  cercle  et  d'une  surface  sphérique  par  rapport  à  un 
point ,  d'après  M.  Lobatlo. 


1.  L'équation  d'un  cercle^  axes  rectangulaires,  est 
^'4-«r*+/?  =  0,  où  p  est  une  fonction  linéaire  en  o:,^. 

Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point  fixe  par  rapport 
anqael  on  prend  les  moments  d'inertie,  et  z  étant  la  distance 
d'un  point  x^y  de  la  circonférence  au  point  fixe,  on  a 
2*  =  j:^*4-^'+^  ,  où  q  est  une  fonction  linéaire  en  x^  y^  oc,  j3  ; 
et  2*  =  gr  — p  ;  posons  q  — /?  =  0 , .  c'est  l'équation  d'une 
droite.  Désignons  par  /  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
•a:,^  sur  cette  droite.  Or  q — p^=.mt^  m  est  une  constante. 
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Donc  z'  =  m^  et  Jz*ds  =  mjtds;  ds  est  Tare  élémentaire. 
Désignant  la  longueur  métrique  de  Tare  par  5,  et  la  distance 
de  son  centre  de  gravité  à  la  droite  par  T,  on  aura  : 

Jeds=:sT,    donc    Jt'dsz^msT.        C.q.f.l. 

2.  Le  même  genre  de  raisonnement  donne  le  moment 
d*inertie  d'une  surface  sphérique  ;  la  droite  est  remplacée 
par  un  plan. 

GRAND  CONCOURS  DE  18*8.  {roirt.  VI,  p.  â94.) 

QUESTIONS   PROPOSÉES. 


Mathématiques  spéciales. 

Soit,  dans  le  plan  d'une  ellipse  donnée ,  une  droite  quel- 
conque TS  ;  par  le  centre  C  de  l'ellipse  oa  mène  te  dia- 
mètre ACB  conjugué  à  la  direction  de  cette  droite,  et  qui  ra 
la  couper  au  point  O  ;  on  prolonge  ensuite  la  ligne  OC  d'une 
longueur  OM ,  telle  que  le  rectangle  OC  x  GMsGA\ 

On  suppose  que  la  droite  TS  so  meuve  de  manière  à  être 
toujours  tangente  à  une  courbe  donnée,  et  Ton  demande 
quelle  sera  la  courbe  décrite  par  le  point  M  ? 

Mathématiques  élémentaires. 

Soient  données  dans  le  plan  d'un  cercle  deux  droites  paral- 
lèles /  et  /'.  Par  un  point  M  pris  sur  Tunei  on  mène  deux 
tangentes  au  cercle  qui  déterminent  sur  Fautre  un  seg* 
ment  AB  ;  on  joint  le  point  M  au  point  I,  milieu  de  ce  seg- 
ment, et  Ton  demande  de  démontrer  que  toutes  les  droites, 
telles  que  MI ,  vont  concourir  en  un  même  point. 

Note.  Les  études  ont  souffert  de  fréquentes  iatemiptHKUf 
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c'est  probablement  ce  qui  a  dicté  le  choit  de  ai  fadleiqaes- 
tiens.  Mais  pourquoi  la  question  élémentaire  est-elle  compa- 
rativement la  plus  difScile? 


MEMOIRE  DE  M.  JACOBI 
sur  P élimination.  (Suite  )  {Foir  p.  17.  ) 


X. 

Pour  les  diverses  valeurs  de  r,  il  existe  entré  les  fonctions 
mnltîplicatrices  Mr ,  Nr  diverses  relations  que  nous  allons 
examiner. 

Considérons  d'abord  les  fonctions  mnltiplicatrices  Mr ,  Nr 

dans  lesquelles  r  ^  n— 2  ;  il  suit  des  équations  (20),  ea  omet- 
tant les  termes  qui  se  détruisent  : 

—  (  Ar+i&,  +  Af4-A  +....  +  Ar+n^fc). 
Mais  les  équations  (19)  donnent  : 

Ar^0  +  Ar+i^  +  Ar+nh  +  •  —  +  Ar+»6»  =  0. 
Donc 
—  (jrMr  —  Mr+i)  =  Ar(6^x*+  6f»-ia?"^+...M+6o)«=ï  Ar?-^  » 

on  trouve  de  la  même  manière  : 

xNr-Nr-i=«Ar/(j:). 

Soit  maintenant  r^n  ;  si ,  dans  les  équations  (23) ,  à  la 

place  de  2»  —  r — 1 ,  on  met  successivement  r  et  r+ 1 ,  il 
vient ,  toute  réduction  faite  : 

—  (xMr  —  Mh-i)  =  Ar{bc  +  6,j:  +  . .. .  +  *iw*""0  — 
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Or  les  équations  (19)  donnent  : 
Ar-nfro+Ar-n-hi&,  +  Ar-»+2^,  +  ....  +  Ar-ift^ 4-  Arb^  =  0  j 

d'où ,  comme  ci-dessns , 

—  (xMr  —  Mr+i)  =  Ati>(:r)  ; 
et  de  même  ^ 

jcNr  — NH-i  =  Ar/(:r). 

Posons  enfin  r  =  /i—  1  dans  (20)  eir=n  dans  (23),  on 
trouve  : 

-(^M^-MJ=^,A,..+ 

+^(^A^.+^oA^+6.A^.+^,A,+....+^^A^.), 
+^'(^,A^^+&,A^+Z^,A^+^^,A^+63A,+....+&,A^, 

x»-'(i_A„^+....+6,Ao+i„A^+inAJ, 

et  à  Faîde  des  équations  (9), 

-(xM_-MJ  =  A^ç(x); 
et  de  la  même  manière, 

d'où  il  résulte  que  r  désignant  un  des  nombres  0, 1,  2,  3.... 
271  — 3,  on  a  : 

— (xMr-Mr+i)=Ar<pa:;     jrNr— Nr+i=Ar/(x) .  (27) 
Des  équations  (27)  on  déduit  : 

-  {x-Mr-ar^M^;)  =  A.x*-«ç(jr), 

— (j:'"-Mr+,--j:«-"Mr+2)  =  ArfiX-^>(a:) , 

-(^'-Arrfa-x'^^Mm)  =  Ar+î^*-^(ar) , 


—  (j:Mr+m-i— Mr+m)  =  Ar+m-i?(-î*). 

On  tire  de  (27)  des  équations  analogues  en  N. 
Effectuant  l'addition ,  il  vient  : 
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-(x-Mr— »lr+«)=(AH:"-+AH-iX— »+...+Arhi».,)f{x)  | 
^Nr  ~.Nr+m=  (A^c*-'  +  Arf.  J:^  +  ....+  Arh».,  j  ^^^ 

SoU,  par  exemple,  r=Os  msân  — t,  oq  aura: 

*^No— N.^=(Aox"^+A,x— î+A.x^«+....+A^/(x)  )*'    ^ 
Ensuite ,  les  éqoations  (27)  donnent  : 

— (xMr— Mr+,)==Ar9(x)  ;  —  (xMh-,— Mrh«)=:ArH?(x)  i 

et  de  même  pour  Nr;  l'on  en  tire  ; 

Ar+txMr  —  (Ar+i  +  Arx)MrH  +  ArMr+t  =*  0  ,     \ 
Ar+i xNr  —  (Ar+i  +  Ar*)Nr+i  +  ArNr+«  b=  0.  i  ^^^^ 

Enfin,  comme  Mr/(a:)+N,f(x)=Lj:';  Mt/T[x)+N,f (x)  =s 
=:Lx',  on  a  i 

MrN,-M.Nr=^(x'N,-^'Nr)=  -^(x'M.-nr'Mr)  î  (8t) 

d'où,  de  (27),  (28),  (29),  l'on  déduit: 

Mr+»N»  —  MrN*<.,  =  LArXr  ;  (39) 

Mf^«Nr-MrNr+«=L(Arx^+— +Ar+tx'+-^+....> 

....  +  Ar+m-iJ^O  ;  / 

M^,N  -  M,N^=  L(AoX^+  A,a:>-^+....+  A^.  (34) 

XI. 

Ayant  calculé  les  expressions  de  la  forme  arbt — ««ir ,  il  est 
facile  de  troovcr  par  des  addilious  succftsives  les  expressions 
//ir  ou  les  coefficients  efr,«  ;  les  expressions  arbg  —  atbr^  seir 
éUot  des  nombres  de  la  suite  0,  1 ,  2...  n»  aont  au  nombre 

deii^îi±ll 

2 
En  eGTet ,  on  tire  des  équations  (1)  : 

mr-i—  ;cmt  =  ar^^x)  —  tr/(x)  \  (35) 

faisant  r=  0  et  r  =  « ,  et  rejetant  les  expressions  m^ ,  m^^ 

tl  viQpot  : 

—  jcmo  =  a^^{x)  —  h{p)f{x)  ;  (36) 

ÂRN.  DB  MATHtH.  VII.  19 
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Posoos  pour  abréger  (<2rt«)  =  a^bt  —  aj)r  i  el  soil  : 


soit  ensuite 

et  désignons  par  [xpr]  le  produit  x\ir^  les  deux  derniers 
termes  étant  omis ,  on  aura ,  d'après  (1)  : 

f*^  =»  m^  =  Mo) + K*.)^ + (^A)j:*+  ...+(^.*^)x•^ 


f**  =  «o; 

ayant  trouvé  de  cette  manière  ^.^ ,  \t^^^  on  aura  de  suite  les 
expressions  mêmes  m,^,  m^^,.,,m;  les  termes  manquants 
étant  suppléés  par  la  formule  ar,r=ot,r' 

En  substituant  dans  la  formule  (35)  les  expressions  mr, 
mr-i ,  /(-r)  et  (pC"^))  et  comparant  les  puissances  de  a:,  il 
Tient  :  gi 

«r-i,«  ^  »r,»-.|  =  (^6«)  i  (37) 

dans  cette  formule,  si  l'on  fait  r=n  on  rsO,  le  terme 
ar,«-t  ou  «r-i^  doit  être  omis. 

Combinant  avec  la  formule  (35)  les  deux  autres  où  r  est 
augmenté  d'une  unité  et  ensuite  de  deux  unités,  et  éliaii- 
nant/(a:)  et  f(x)  entre  les  trois  équations,  il  vient  : 

0  =  (flr+i6r+2)(wr-i— armr)  +  (ar+2*r)(/nr— j:mH.i)+  1 

+  (arfrr+0('Wr+i  — Xi»r+2)  }  ^     ' 
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dans  cette  formule ,  8ir=:0,  r=n  —  2,  les  termes  mnlti* 
pUés  par  m^ ,  m^  doivent  élre  rejetés. 

XII. 

Oatre  la  relation  «r,!  ==  a^^r  j  il  doit  y  avoir  encore  d'antres 
relations  entre  ces  quantités ,  car  ces  quantités  ar,t  sont  au 

nombre  de  n"  ou  au  nombre  de       "*      si  nous  considérons 

«r^  et  ««.r  comme  les  mêmes,  et  toutes  dépendent  seulement 
des  2n  -f-  2  quantités  ^r,  br.  Les  nombres  de  ces  quantités 
doivent  ainsi  être  diminués  de  (rois  ^  car  les  binômes 
Orbt  —  asbr,  et  aussi  les  quantités  «r^i  qui  en  dépendent ,  ne 
changent  pas  en  remplaçant  «r,  br  par  v^fr+s^r,  y'^r+^'^r; 
7»  ff,  y,  «'  désignant  des  quantités  arbitraires  entre  lesquelles 
existe  la  relation  7«'— 7'«  =  1.  On  voit  que  trois  des  quan- 
tités Or^  br  peuvent  être  prises  arbitrairement;  aussi  les 

coefficients  ar,#  =  a,,r  au  nombre  de  —~-  dépendent  seule- 

ment  2/t — 1  quantités;  ainsi  il  y  a  entre  les  quantités 
oLr^zznotgjr  des  relations  au  nombre  de  : 

»'+^     o     .4      (n-l)(/i-2) 
— - — —  2/1  -f-  1  =  ^  • 

2  2 

Un  théorème  trouvé  ci-dessus  tient  en  quelque  sorte  lieu  de 
ces  relations^  savoir  que  Ar,ff=:  Ar+i,  et  les  termes  en  Âr,f  sont 
formés,  d'une  certaine  manière,  des  quantités  ar^g]  car  toutes 
ces  quantités  sont  en  même  nombre  que  les  quantités  (ir,$  et 
dépendent  aussi  de  2ii— 1  quantités;  mais  on  peut  établir 
des  relations  encore  plus  simples  entre  les  quantités  or^i  que 
celles  qui  sont  données  par  ce  théorème. 

Omettant  certains  théorèmes  ou  connus  ou  que  nous  avons 
démontrés  ailleurs  (voir  Mémoire  sur  deux  fondions  honuh 
gènes  quelconques^  t.  XII),  désignons  par  le  type 
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l'agrégation  de  1.2.3.../n  termes,  que  nous  avons  désignée 
ci-dessus  §  III ,  par  le  type 

aiasi,  d'après  le  S IV^  on  a  i 

~"  I  012. ../i—l  I* 
Si  dans  cette  expression  de  L  on  rejette  dans  les  indices  su- 
périeurs 0^  1  y  2...  I»,  et  s  dans  les  indices  inférieurs,  oa 
obtient  l'expression  Ar,j  (voir  équations  6). 

Le  signe  de  cette  expression  est  déterminé  e^  ce  que 
ar,«Ar,f  doit  faire  partie  de  L;  on  aura  réciprocjuçmeat  (voir 
les  équations  12  et  13)  : 

(  012... n—i  y 
dans  cette  expression,  si  on  rejette  r  dans  les  indices  supé- 
rieurs ,  et  s  dans  les  indices  inférieurs,  il  vient  : 

mais  si  on  rejette  r,  /^  dans  les  indices  supérieurs,  eis^^ 
dans  les  indices  inférieurs,  on  obtient  : 

et  généralement  si  dans  l'expression 

I  012...71— 1  ) 
1  012... /i—l  1 

on  omet  r,  /...  rC*"')  dans  les  indices  supérieoni,  et  <i  ^••• 
^*~')  dans  les  indices  inférieurs,  on  obtient  : 


L-C**-), 
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Soient  donc  r,  W...  r'^  et  5,  /...  ^c*^),  tous  les  nombres  0 , 
1 , 2...  /i— 1 ,  écrits  dans  un  ordre  quelconque,  ou  aura  : 

IcÂ  btpYe^^tonÈ  de  celte  forme 

restent  les  mômes  ^  les  deux  systèmes  d'indices,  supérieur  et 
inférieur,  s'échangent  entre  eux,  carar,«=a«,ret  Ar^=A,,r. 
Ensuite  comme  Ar,<  ne  change  pas,  un  indice  étant  augmenté 
et  l^adthe  dithiùUé  d'Une  tmité,  il  s'ensuit  que  ^expression 


ne  changera  pas  si  tous  les  indices  d'un  système  étant  augmen- 
tés d'une  uni  lé ,  ceux  de  1  autre  système  sont  chacun  diminués 
d'une  unité  ;  et  pour  qub  cette  propriété  puisse  subsister,  il 
faut  que  l'indice  le  plbS  élevé  soit  au-desSous  de  n — I ,  et 
l'indice  le  moins  élevé  àtl-dessus  de  0  ;  d'oQ  vice  versa^  dans 
l'expression 


1 55' ..5("^')  r 


dans  un  des  Sf  atèines  ^  doit  se  trouver  l'indice  n  —  1 ,  et  dans 
Taatre  0. 
Oii  conclut  donc  de  (39)  :  si  l'expression 


"  1  ss\„sr^)  ] 


renferme  dans  l'un  des  systèmes  l'indice  n — 1  et  dans  Tau- 
tre  0,  elle  ne  change  pas  en  augmentant  d'une  unité  tous  les 
indices  é'an  système ^  et  diminuant  d'une  unité  les  indices 
de  l'antre  systèitie  )  dans  ce  cas^  n — 1  auf^menté  devient  0 , 
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et  0  diminué  devient  n—i-,  on  peut  représenter  cette  pro- 
priété des  coefiBcients  «r^  par  cette  éqoation  : 

~ ""  U',  ^\..  s(r-%  0       )  """^  I s'+l,  5"+l,  sC--),  /^l  j -^^"^ 

Pour  déterminer  le  signe,  il  faut  observer  qae  l'équa- 
tion (40)  doit  devenir  identiqae  entre  les  quantités  arbt  au 
moyen  de  la  formule  (37);  ainsi,  si  les  termes  de  l'expres- 
sion (40)  sont  : 

on  en  conjecture  facilement  qu'il  faut  prendre  le  signe  +  si 
m—- 1  est  pair,  et  le  signe  —  lorsque  m  —  1  est  impair. 
Si  m =2,  il  suit  de  la  formule  générale  (40)  : 

a»-i,o«r,#  —  ««-1,  »«r,o  =  «OJtr+i,  »-i  —  «o,  i-i^r+iyW-i  î      (41) 

ce  qu'on  vérifle  facilement  par  la  substitution  des  Talenrs  : 

«»-i,  r=  «r,!!-!  =  [anbr) 
ao,r  =  «r.o  =  —  (^o&r+i) 
ar,»=ar+i,f-i  =  (^r+i&«)  5 

ces  substitutions  faites,  Féquation  (41)  devient  : 

(anbo){ar+ib,)+{anb,)(aobr+i)={aob,){anbr+i)-       (42) 

Ces  trois  produits  étant  développés,  donnent  une  identité. 

{La  suite  prochainement.) 


THÉORÈME  DE  STATIQUE. 

PAH  S.  CATAI.AV. 


Théorème.  La  fonction  des  forces,  désignée  habituellement 
par  LX+MY-f-  NZ,  représente  le  sextuple  de  la  somme  des 
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téiraédres  ayant  pour  arêtes  opposées  les  droites  qui  représen- 
ient  en  grandeur  et  en  direction  les  forces  P,P,P'', ...  ces 
droites  étant  prises  deux  d  deux. 

Nommons  x^:y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 
d'application  de  la  force  P,  et  a,  p,  7  les  angles  que  fait  ayec 
les  trois  axes  la  direction  de  cette  force.  Mous  aurons 

X=SPcOSa,  Y=£PcOSp,  Z=SPC0Sy, 

L=sZP(^C0S7— ;rcosp),  M=2P(^C0Sa— j:C0S7), 

N=rP(j:COS  p— ^'COSa), 

clV=LX+MY+NZ 

=  (SPcOSo).  SP(yC0S7— ;ïCOSP) 
+  (SPcos?)  SP(zcosa— arC0S7) 
+  (£PC0S7)  IlP(a:C0Sp— ^COSa). 

D'abord,  la  partie  de  T  qui  se  rapporte  uniquement  à  la 
force  P  est 

F[Crcos7 — ^«cosp)cosa-{-(jrcosa— j:C0S7)C0Sp 
+(a:cosp— ;rC0Sa)C0SY]  ; 

quantité  nulle  d'elle-même.  De  même  pour  les  parties  de 
la  fonction  V  qui  proviennent  des  forces  P',  F'  prises  iso- 
lément. 

En  second  lieu,  la  partie  de  Y  qui  résulte  de  la  combinai- 
son de  deux  forces  différentes  P  et  P'  a  pour  valeur  • 
W'iiy  COS7'— ;ï'cos  p')cos«4-(z'cosa'— j:'cos7')cosp 

+(a-'C0Sp'— y  COSa  )COS  7]  +PP'[Cr  COS7— 2C0S  l3)C0Sa' 

-)-(zCOS  3t— J;  C0S7)C0Sp'-f  (XCOS  p— J^C0Sa)C0S7'] 

sssPP'Qor— J/)(C0S  PCOS  7'— C0SP'C0S7)4-  (j^— y)(C0S7  COSa' — 

COS  y'COS  a)-|-(z — z')  (COS  a  COS  P'—  COS  a'cOS  |3)] 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  quantité  entre  pa^ 

renthèses  représente  le  produit  de  la  plus  courte  distance  d 

des  droites  P,  P'  par  le  sinus  de  l'angle  formé  par  ces  droites  : 

donc 

V  =  2PFi/sin(P,FJ. 
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Eiifln,  l'on  Mï  qUe  lë  tétraèdre  Qui  iktxtAli  P,  V  (k^Ur 
«rôtes  opposées,  a  pour  tolome  ^  PFrf  sin  (P,FJ;  Lë  théo- 
rème est  donc  démontré. 

CoROLLAihÈ.  Si  deux  systèmes  de  forces  se  forit  équilibréy  la 
somme  des  tétraèdres  construits  sur  les  fbrtes  du  premier  système, 
prises  deux  à  deux  comme  arêtes  opposées ,  est  éqUivaUfite  à  ta 
somme  des  téiraédHs  cùnstruits  sUr  les  forces  M  seéond  système. 

En  effet  ^  soient  X^  Y,  Z^  L,  M,  N  les  composantes  et  les 
moments  relatifs  aii  premier  système,  et  soient  X',  Y',  Z',  L', 
M',  N'  les  mêmes  quantités  relatîtretnent  au  second  système. 
Les  six  équations  d'équilibre  détiennent  M  étidemment 

X+X'=0,  T+Y'r^Oi  Z'-|-Z'=0, 
L+U=0,  M+M'=0,  N-f-N'=0 

Conséquemment,  LX+MY+NZ=L'X'+M'Y'-|-N'Z' (t). 

JVote.  Le  célèbre  mémoire  de  M.  Minding  (V,  p.  185  au 
bas)  est  connu  depuis  longtemps  en  France  ;  il  est  déjà  cité  dans 
les  Comptes  rendus  1835,  2'^  s.,  p.  282,  et  en  1837,  d'après 
celte  metitfon ,  par  M.  Chasks  {ttist:  des  méthodes^  p.  535)  ; 
ihais  éttil  eu  allemand,  le  cotllônu  est  toujours ibcônnti.  Où 
y  trouve  le  beau  théorème  qu'on  vient  de  lire  :  je  clfOfe 
inéme  que  ses  1T2  équations  épuisent  toutes  \ci  inlérpféta- 
tions  qu'on  peut  déduire  des  cqnatiotl^  d^équilihrë.  On  sait 
que  M.  Mobias  a  travaillé  sur  le  même  thème  ^  et  dans  sa 
Statique^  ouvrage  ex-prufcsso  «  et  dans  un  mémoire  éur  la 
coDoposîtion  des  rotations  infiniment  petites,  inséré  dansle 
Journal  de  Grelle(XyiII)  p.  189, 1838).  Etiiroici  quelques 
théorèmes  : 

l^'  Lorsque  quatre  forces  sont  en  équilibre  4  toute  droite 
qui  rencontre  trois  des  forces  rencontre  la  quatrième4  Cotle 


(*)  H.  Chastes  est  arrivé  à  ce  corollaire ,  et  à  un  grand  nombre  de  théorémèa 
très-éléganU ,  dans  un  mémoire  publié  dana  le  Journal  de  Liouville ,  tome  XII, 
page  21s. 
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{MpoMtioii  «Il  «otitiiië  :  on  m'a  tnémè  dit  qu'eKe  a  été  pnM 
km^  par  Mi  Richard ,  dans  le  cours  d'une  si  haute  initrum 
liôri  <|Uil  ftlit  depuis  longues  années  au  collège  Lotris^le* 
âffliid(i). 

B*  Lorsqu'on  dcmne  un  nombre  de  droites  pins  grand  qiM 
Hx^  (I  «Il  louJdttM  podiible  de  trouver  des  ibrces  ^  lesquMIei 
agiâsAiit  suivant  te»  droites  se  Hissent  équilibre  \  lorsq|p#  te 
tiombre  de  droites  «st  moindre  que  i$ix,  il  i^ut  certaines  con^ 
diltoris. 

4*  Lorsqu'un  tx)t ps  peut  Se  mouvoir  autour  de  Mu  axès 
tnd^miûnU ,  il  peut  prendre  un  déplacement  quelconque^ 
ifest^i'^llre  tourner  autour  d'un  axe  quelconque. 

«•  On  peut  tonjèuf  s  décomposer  une  force  en  sit  dit^ctioni 
données  par  les  arêtes  d'un  tétraèdre. 

5*  Étant  donnés  les  corps  A^,  A,,  A3 A„  ;  les  corps  A, 

et  À,  peuvent  tourner  autour  d'un  axe  tixe  commun;  les 

(•)  Collège  touU-le-Grand ,  aujoard'hoi  Lycée  Detcartet.  Lorsqu'une  insli- 
tatioD  a  acquis  sous  un  certain  nom  une  célébrilé  séculaire ,  co  nom  devieni 
un  titre  de  propriété  que  doivenl  respecter  ceux  qui,  n'adhérant  pas  aux  doc- 
trines du  bagne,  respectent  la  propriété.  En  général  changer  sans  nécessité  les 
noms  des  édifices,  des  lieux  publics,  e^t  un  acte  barbare,  ânti-historique,  dé- 
truisant la  cbatne  des  traditions  du  passé,  sans  apporter  aucune  garantie  pour 
Tavenir.  AtAt/  tub  tôle  novum,  dit  l'ËccIésiasle;  ce  qui  est  surtout  vrai  en  fait  de 
folies.  Ce  bouleversement  de  nomt&iiclature  était  aussi  la  manie  de  notre  pre- 
mière république,  ce  qui  ne  l'a  pas  empêchée  d'avoir  une  existence  éphémère  et 
de  inéiirir  per  éulhaiiatiam  sous  tes  étreintes  d'un  soldat  corse.  Pourquoi  chan- 
ger le  mot  français  collège ,  si  connu,  si  populaire,  contre  le  mot  pédantesquf 
lycée,  qui  n'a  pas  même  le  mérite  de  l'exactitude;  car,  chez  les  Grecs,  la  jeu- 
nesse était  éduquée  dans  Mbê  gymnaièt^  ei  il  }f  ëir avait  dads  toutes  les  cités, 
tandis  que  le  lycée  n'était  pas  un  collège ,  mais  un  établissement  particulier  à  la 
Tille  d'Athènes,  et  qu'Aristote  a  rendu  célèbre |  tout  comme  Labarpe  a  Jeté  de 
l'éclat  sur  un  établissement  de  même  nom  et  de  même  destination  à  Paris.  D'ail- 
leurs noas  hèsAUrions  assez  nous  pénétrer  de  cette  idée  :  rien  n'est  moîBS  TépU*' 
blicain  que  Tesprit  servile  d'imitation ,  dût-on  imiter  des  républicains;  et  ici  ce 
n'est  pas  même  le  cas ,  car  les  lycées  sont  de  créaiion  impériale  ;  ils  ont  succédé, 
non  pas  irux  collèges  royaux,  mais  aux  ècolet  centrales^  institutions  éminemdient 
répubiibainesi  ei  qu'on  aurait  portées  à  une  haute  perfection»  en  renforçant  la 
partie  littéraire ,  qui  était  trop  peu  développée.  Celle  organisation  présentait 
l'âVanUgé  de  rendre  impossible  toute  lutte  entre  l'instruction  publique  et  les 
opinions  religieuses.  C'est  ce  que  dit  Lacroix  dont  personne  ne  conteste  la 
dompétencè.  Du  reste,  qo'oil  reprenne  les  noms  anciens,  ainsi  que  le  vent  le 
bon  sens,  ou  qne  Ton  conserve  les  nouveaux,  là  n'est  pas  le  point  iatportaal. 
n  faudrait  améliorer  les  modes  d'enseignement,  et  c'est  ce  qu'on  ne  fera  pas* 
Toot  pour  la  forme,  rien  pour  le  fond ,  c'est  notre  devise.  Tm. 
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corps  A,  et  A,  aatonr  d'un  autre  axe  fixe  ctHoomim  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  A,^  et  A^.  Supposons  maintenant  qu'on  rende 
fixe  le  corps  A„  il  est  éyident  que  A,  peut  prendre  plus  de 
positions  diverses  dans  l'espace  que  A,^  A^  plus  que  A,;  mais 
la  premier  corps  qui  peut  prendre  une  position  quelconque 
dans  l'espace  tout  comme  s'il  était  libre,  c'est  le  corps  A^  el 
à  ^^iori  les  suivants.  Le  savant  géomètre  fait  à  ce  sujet  une 
curieuse  observation.  La  jambe  de  Técrevisse  à  laquelle  sont 
attachées  les  serres  est  formée  de  six  pièces  liées  entre  elles 
et  au  corps  par  six  axes  de  rotation  ;  de  sorte  que  pendant 
que  le  corps  se  repose,  la  partie  extrême  de  la  jambe  est 
entièrement  libre.  Du  reste ,  le  bras  de  Thomme,  depnb  l'é- 
paule jusqu'aux  phalanges,  présente  une  construction  pres- 
que analogue. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  189  (p.  240), 


PABL  BK.  J. 

Bachelières  sciences,  &  Clermont-Ferrand. 


Soient  r=/(x,r);  a=F(:r,  j-);  d'où  jc=s  ç(a,05  r=4'M; 
on  a  : 

f'x  étant  la  dérivée  de/(:r)  par  rapport  à  x,  et  ainsi  des 
autres.  (Mobius*) 

Démonstration,  D'après  les  relations  données  yxetjr  étant 
deux  fonctions  des  variables  indépendantes  u  et  r ,  différen- 
tions  chacune  des  équations  t^/(x,jr)  et  KasF(x,^), 
d'abord  par  rapport  à  t,  puis  par  rapport  à  a,  eu  suivant  la 
règle  des  fonctions  composées ,  nous  aurons  ainsi  * 
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dx  dt  "^  dy  dt 

d^  du  dy  du 
^^^  <iF^ 
'^dx'di'^'dy'di 

dx  du       dydu* 

en  remplaçant  les  coefiBcients  différentiels  par  les  dérivées  et 
observant  que  les  relalions  x=  f(ii,  Oi  ^=^(<<9  0  donnent 
dx      d9        ,     dx        ,      dr       ,,      dy      ,,      ^ 

Â=i=»"  ^="""  Â=+"  £=+•'  •«"  *»'"*" 

équations  précédentes  se  mettront  sons  la  forme  : 

i=/Wi+/Wi  (i) 

0=F^'i+Fyfi  (3) 

l=F^'^+FyfM.  (4) 

Mnltipliant,  d'nne  part  (1)  et  (4),  de  l'antre  (2)  et  (3),  U 
viendra  : 

0  =/'«F«<p>'«  +/'«F^Wi  +/'yF  Vi*'-  +  A^f  fl' ut 

retranchant  membre  à  membre  ces  denx  dernières,  et  ré- 
duisant, il  restera  : 

on  enfin 

(/'«T'y  -/'yF«)(?'<*'«  -  <p'«f  0= 1-      c.  q-  '•  <>• 

Quelle  est  l'interprétation  géométrique  de  ce  théorème 
analytique? 
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SOLUTION  DÉ  La.  question  185  (p.  239), 


K.  J; 

Bachelier  es  scienbes ,  i  Clermônt-Ferrand. 


P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

a:  a-^  b  :  b  +  c :  c -{- d  :  d+ ...  ^ 

el  Q  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

a:b'j^b:c-\'cid'\-d:  é^...^ 
on  a: 

Bémonstration.   PoiÉonb  d'abord  -t=a',  -  =  y...,  d'où 

a  b 

W  =  l,  ^6'  =  !...;  en  mnltiplant  par  a'  les  deux  termes 

de  la  fraction  qui  exprime  la  valeur  de  P,  on- aura  : 


i-\-a'b 


«+•••5 


a'b 
si  djiDs  la  inrtie    ..rmr   ,nn  ni  ,  oatnttltiplle  l«4eot 

|>ar  ab\  P  (levieotira  i 

a  -f  aire 


tè^A 


^+  .... 


De  mémo  si  dans  la  parii*»  — — ; — de  celle  dernière 

/^+£ \ 
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ex|Hression  de  P,  on  multiplie  les  deux  termes  par  a!hd^  on 
troavera  : 

1 


'"i+i 


a+t 


d+e 


«»/i 


mnllipliast  «|<WQ  lea  deq»  tenwi  de  y^w^'"    x   V^^ 
ai'crf',  on  troay^r^  .- 


1 


i  +  t 


a+l 


a'b  +  i 


ab'c-^-ab'cde 

En  GQptinnant  ainsi  ^  réqoatipn  de  P  se  changera  en  I4  SPi- 
vante  : 

V=i:i+Ua-\'i:db-\'i:aVc+UJbc'd+UaVcd!e+...{p) 

Faisant  sur  Q  les  mêmes  opérations,  il  viendra  successive- 
ment: 

1  1 

Il         ■  "'i'l""t"'  'W  ' 

c-\-c  abc-\-aoc 

et  enfla  : 

Q  =  1  : fl'ô  + 1  :  ab'c+i  :  a'bc'd  + 1  :  ab'cd^e+...  ; 
ftototituant  cette  valepr  iem  ip),  on  obtiendra  : 
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P=l:l  +  l:tf  +  Q   oa   P  =  j4:| 


a  +  Q+V 


a+Q 
on  enfin  P(a-}-Q-{-l)=a-{-Q*  c.q.  f.  d 

NOUVELLE  MÉTHODE  ANALYTIQXJE 

pour  la  détermination  des  coordonnées  des  foyers  et  des 
jjlongwurs  des  axes  de  coniques  à  centre^ 

PAR  BK.  VAmb  SSaBBT. 


I.  On  sail,  et  Ton  peut  d'ailleurs  le  démontrer  facile- 
ment y  que  le  carré  d^an  demi-diamètre  quelconque  d'une 
conique  à  centre  est  égal  au  produit  de  la  corde  parallèle 
menée  par  Fun  des  foyers ,  multipliée  par  un  coefficient 

constant  K =-,  a  désignant  soit  le  demi-grand  axe  de  Tel- 

lipse  y  soit  le  demi-^xe  transyerse  de  Fhyperbole  \  or»  on  peut 
démontrer  en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  les  deux 
axe^  principaux ,  que  les  deux  foyers  seuls  jouissent  de  cette 
propriété,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  arbitraire  que 
l'on  donne  au  coefficient  K ,  pourvu  qu'il  demeure  constant. 
C'est  précisément  cette  propriété  des  foyers  qai  va  nous 
servir  à  déterminer  par  un  calcul  très-simple  les  coordonnées 
des  foyers ,  et  l'équation  qui  donne  les  carrés  des  demi-axes 
en  fonction  des  coefficients  de  la  courbe  dans  le  cas  le  plus 
général. 

II.  Soit  Ar'+Bxy  4.  Ca^sz  F  (1)  l'équation  de  la  conique 
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rapportée  à  deux  diamètres  parallèles  aax  aies  primitifs,  et 

faisant  un  angle  7;  Fs= Talemr  qae  noas  lui  restituerons 

m 

dans  les  résultats  déOnitifs. 

Soit  a ,  6  l'un  des  foyers  cherché ,  menons  par  l'origine  un 
diamètre  sous  la  direction  m\  soit  D  la  yaleur  de  ce  demi- 
diamètre,  soit  G  la  longueur  de  la  corde  parallèle  menée 
par((x,  6),  on  aura: 

D'sK.G; 

or  on  trouve,  en  faisant  momentanément  n=:6 — ma: 

F(l+m*+2/nc0S7) 


DS 


A/u'+B/n  +  C 


g  y _   kl-f  mV 2fy»C0S7X  |/4AF7y>*+4BF/it+  (B'--4ACj/i*+4CF 
""  A/n^  +  B/M+C  * 

égalant  ces  deux  quantités,  simplifiant  et  éleyant  au  carré, 
0  viendra  : 

F»(l +  m» +2/»  COS7)  = 
=  K*[4  AF;i»'  +  4BFm  +  (B*  -  4AC)(6—  ma)'  +  4GF]  ; 

ordonnant  cette  équation  de  condition  par  rapport  à  la  ya- 
riablem,  il  viendra: 

(2)  m'{K'[4AF+(B»— 4AC)aT  -F'I  + 

+  2m  { K*  [2BF  -  (B*  —  4AC)a6]  —  F'cosy  |  + 
+  K"  {4CF  +  (B*  — 4AC)6' }  — F"  =0. 

Cette  relation  (2)  devant  exister  pour  toutes  les  valeurs  de  m , 
les  trois  coefficients  doivent  être  nuls  séparément  ;  donc  on 
aura  les  trois  équations  suivantes  pour  déterminer  K,  a,  6  : 

K"  [(B"  —  4  AC)a"  +  4AF]  =  F"  {a) 

K'[2BF  --  (B^  —  4  AC)a6]  =  F'  cost  (W 

K*[(B*_4AC)€*  +  4CF]  =F\  {c) 

Or,  en  divisant  alternativement  l'équation  {a)  par  cba- 
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F  = ,  on  retrouve  leséqqatîons  (b)  et  (c)  de  le  pegeiSS 

772 

tome  II,  dont  M.  Terquem  déduit  les  coordonnées  des  foyen. 
m.  Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  Téquation  qui 
donne  les  carrés  des  demi^axes  prinoipaus  de  la  ooarbe  i 

w'.jj"  —  4mL.s  —  4L'  sin'  7=0, 
d'où  Ton  tire ,  comme  on  sait  s 
2Lr 


'"  =  S[^"'"^^"+'^'*«''^]' 


Gomme  on  sait  dprton  que  K*=: — -,  l'équation  {a)  noas 

4 

donnera  successivement  : 

,      F'      4AFg      L'  +  4mAL.K' 

_  2L[/i»  +  2A(N  +  y/jN'  +  m  sin  ^)l 
~  m'[N+KJ>*+//isin7'] 

Multipliant  les  deux  termes  de  la  valeur  de  «*  par 

N— i/tt'+msiny, 
il  viendra  : 

,     aT.m[N—  l/""]-4//iALsîn^f 
—  m^sm  7 


w         sui  7  //* 

mais  b  étant  le  demi-petit  axe  de  Tellipse,  ou  le  demi-axe 
non  transyerse  de  Thyperbole,  on  a  : 

b'  =  ?^[N-  VW+m&ïa'-i]  I 
on  aura  donc  : 

(A)  «-=1^..  -*!-. 

w»'       sin '7' 
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Comparant  les  équations  {a)  et  (c),  on  voit  que  la* première 
est  composée  en  A  et  œ,  comme  la  deuxième  Test  en  C  et  6  ;  on 
aura  donc  immédiatement  : 

ni*        sm  7 
Ce  sont  les  formules  dofinées  par  M.  Tcrqucm ,  t.  Il,  p.  430. 
Observation.  Remarquons  que  Féquation  {b)  donne  immé- 

BP  n 

dialcmcntdans  le  cas  particulier  où  7=90*»,  a6= = ; 

relation  qu'emploie  aussi  M.  Terquem,  t,  IV,  p.  376,  dans 
une  solution  généralisée  du  problème  du  concours  général 
pour  l'année  18i5. 

iV.  Supposons  maintenant  que  nous  voulions  déduire  des 
trois  équalions  {a),  (^),  (c)  Téqualion  dont  les  racines  soient 
les  carrés  des  demi-diamètres  principaux. 

En  éliminant  a  et  6  des  équations  (a\  (6),  (c),  et  rempla* 

çant  S*  par  —  dans  l'équation  résultante,  nous  arrivons  assez 
facilement  à  Tcquation  : 

m>a*  —  4m.NLa*— 4L'sin'7  =  0;  (H) 

.donc  le  carré  de  l'un  des  demi-axes  principaux  /z%  est  racine 

de  l'équation  : 

m'z*  —  4mNL.z— 4L'sin>7  =  0.  (L) 

Il  s'agit  de  prouver  que  le  carré  du  second  demi  -axe  est  aussi 
racine  de  la  même  équation.  Or,  soit  c  la  distance  du  foyer 
an  centre ,  on  aura  : 

or  c* = a"  +  ^*  +  2x5  cos  7  ;  donc  vu  la  forme  des  équations 
(a),  (b)^  (c),  nous  pourrons  très-facilement  obtenir  la  valeur 
de  c*  ;  on  trouve  en  effet  successivement  : 

,     2F'--4F(A  +  C).K'  +  4BFcos7K'— 2F'cos'7_ 

— 4WF.K'+2F'sin'/ 
^  mK*  ' 

AHIf.  Dl  MATBtM.  YJU      •  20 
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à^    — L 
remplaçant  K'  et  F  par  leurs  taleors  :  -p ,  ^ — ,  on  obtient  : 

L       m 

,      4mNL.a'+8L'sin'7 

d'où  Ton  tire  : 

,       ..      m'^*— 4mNLa'--8L'sîn*7 
a  — c  =c?  =— ^ — ! ■■%•,•  i    » 

OU  bien ,  en  ayant  égard  à  la  relation  (II)  : 

b^  — 3-7-^,  d'où  a^V  = — -1. 

Mais  le  produit  des  racines  de4'équation  (L)  est  aussi  égala 

-J?  j  (C  est  Tune  de  ces  racines ,  donc  6*  est  Faitre 

racine. 

Donc  enfin  l'équalion  aux  carrés  des  demi-axes  principaux 
d'une  conique  à  centre  est  bien  l'équation  (L)  : 

wV  -^  4111NL.2  —  4L"  sin  V  =  0. 

T.  On  pourrait  encore  chercher  les  coordonnées  da 
foyers,  en  s'appuyant  sur  cette  propriété  dont  ils  jouissent,  à 
l'exclusion  de  tout  autre  point,  et  qui  consiste  en  ce  qpe: 

—  Si  d'un  point  quelconque  M  de  la  polaire  d'pQ  foy^F, 
on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  et  leur  corde  de  con- 
tact ,  puis  du  même  point  M  une  perpendiculaire  sqr  h 
corde  des  contacts ,  le  pied  de  cette  perpepdiculaire  sera 
constamment  le  point  F  lui-môme. 

—  Cette  dernière  propriété  caractéristique  des  foyers  peat 
servir  à  mettre  facilement  en  évidence  les  conditioai 
DE — 2BF  =  0  ^  D"—  4  AF  =  F  -  4CF ,  nécessaires  poor 
que  Torigine  des  coordonnées  soit  un  foyer  quand  les  axei 
sont  rectangulaires.  Mais  si  les  axes  deviennent  obliques,  ia 
mise  en  évidence  des  conditions  précédentes  modifiées,  ne 
peut  plus  se  faire  commodément  par  cette  méthode. 
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SOLUneN  DE  LA  QUESTION  184  (t.  VII,  p.  239), 
PAR  KM.  HXNTIOV  n  anXBS  (Idiaoi). 


Ctai  a  la  formate  {voir  t.  YI ,  p.  S99)  : 

a»  +  6*  =  (a  +  b)' —^ab[a  +  ft)»-+ 

^-— »  «st  la  yalonr  de  r,  qui  correspond  au  dernier  terme 

dont  le  coefficient  sdra  p^  et  qui  contiendra  {a-^-b)  k  la  pre- 
mière puissance. 

Actuellement  soit  a  un  facteur  premier  commun  ka-\-b 
et  — LX  ,  il  deTra  divisef  le  terme  indépendant  de  fi+fr 

dans  le  développement  de       '  ,  ,  qui  est  5 

±a  ^  b  ^  p. 

Or,  a  ne  peut  diviser  ni  a  <  ,  ni  6  ^  ,  puisqu'il  diviserait 
a  en  ^^  et  comipe  a  ^jvîse  a-f  &,  il  diviserai^  h  I4  fQjs 
a  et  &,  ce  quj  est  absurde;  dofic  il  dfvjse  j?.  Mais/y  est  pre- 
mier, donca=/>. 
Supposons  que  p^  divise  a'  4-  è',  on  voit  que ,  ai  (^x  +  ft) 
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ne  contenait  pas  7— 1  fois  je>,  le  dernier  terme  a^  b  ^  p(a+b} 
ne  pourrait  pas  contenir  q  fois  le  Tacteur  j9. 

Remplaçant  b  par — 6,  on  aura  oF-^V^  paisquc/»  est 
impair,  et  les  mêmes  considérations  s'appliqueront. 


RELA.TIONS  D'IDENTITE 

el  éipaAioM  fondamentales  relatives  aux  lignes  du  second  de- 
gré  (  F.  t.  YI,  p.  618) }  théorie  des  polaires  réciproques. 


Ponr  la  commodité  des  lecteurs,  s*il  7  en  a,  nous  allons 
transcrire  de  nouveau  ces  relations  : 

7  =  angledes  axesj  Ay+Bxy-i-Ca:^  +D^+Ea:+F=0 
fonction  principale = L=  AE*—  BDE + CD' +F  (B»  — 44Ç). 

Fonctions  dérivées.    *  • 

dL  *  dL 

-rf =F-4CP  =  /':  3^=:D'~4AF=/j 

a  A  aL 

^=s— DE+2BF=— «;^=2CD— BE=*'j 

Fonction  auxiliaire. 

N=A+C— BCOS7; 

RelatioM  d'identité. 

*•— ot/  =  4AL5    2AA'  +  2ot«=— 4BL;    A"  — mfsWL; 

kl+kn  =  2DL  ;  kf  4-  *'« = 2EL  i  «'  -ir= 4FL. 
C/— A2'+EA  +  wF=A/'— C/+DA'+mF=L; 

flAf  —  B«+D*'=:  2C/— Bn+E*=2L. 
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Air+B*A'+CA'+»iDA'+OTE*-fTO*F=mL; 
A'^_A^4.2M'co87  =  4NL. 

4*/'+ r/+  2*A'n+iM(«"  —  //•)  =4L'  (coniqacs  à  centre). 

On  obtient  cette  relation  en  mettant  dans  B* — 4AG,  pour 
A,B,C  leurs  valeurs  en  fonctions  dcriYccs. 

2a-j-BA'+EOT=2AA'4-BA+DOT=— 2An+B/+Dih=r— 
=  _2Cn  +  B/'  +  EA'=0. 

(  A — C  )' +  (  B — 2AC0S7  )  (  B  -  2CCOS7  )  =  N*  +  msln«7  sa 
^  =(A— Cysin'y  +  [B— (AH-C)co»7]'. 

(2A^+Bx+D)*  — (2Cx+B^+E)*  =  m«^  — 2*x^-/— 
(2Ar +ftr+  D)  (2Cx+  Bj^+E)  =  ^^-f  *'x— ma:j^  +  n. 
A(2Ca:+Br+Er4-C(2A^  +  Bj:+Dr-B(2Cx+Br+E) 
(2A^+Ba:+D)=L  — m(Ay+Bxr+Cx'+D^+Ea:+F).. 

LXXXII.  Théorème,  Soit  une  courbe  A,  située  dans  le  plan 
dune  conique  C;  Yenvtloppe  des  polaires  des  points  de  la 
courbe  A  relativement  à  la  conique  G  est  la  môme  courbe  que 
le  lieu  des  pôles  des  tangentes  à  la  courbe  A  relativement  à 
la  même  conique. 

DémoMtraiion.  Désignons  l'enveloppe  des  polaires  par  A', 
et  le  lieu  des  pôles  par  A"  ;  soient  M  et  M' deux  points  de  la 
courbe  A,  et  MT,M'T  les  deux  tangentes  se  rencontrant  enT  ; 
et  soit  a  le  pôle  de  MT,  et  {&'  le  pôle  de  M'T;  de  sorte  que  fi 
et  pt'  sont  deux,  points  de  la  courbe  A",  et  T  est  le  pôle  de  la 
corde  f^u'  ;  M's'approcbant  de  M,  le  point  T  s'en  approche 
également  et  Giiît  par  se  confondreaTecM;  alors  pi'scconfond 
avec  fi  et  la  corde  ptu'  devient  une  tangente  à  la  courbe  A" 
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en  (&,  et  dont  M  est  atort  le  pôle.  Donc  fi  tii^atrttkm  abtei 
à  la  courbe  A'  ;  c.  q.  f.  d. 

Corollaire,  Los  poibls  M  et  fi  sont  liés  par  cette  relattén 
géométrique  ;  la  polaire  de  M  est  tangente  en  fji  à  la  courbe  A' 
et  là  {)olaire  de  \i  est  tangente  en  M  à  la  courbe  A  ;  c'est  ce  qui 
a  fait  donner  aux  courbes  A  et  A'  le  nom  de  polaires  rèd^ 
profites.  Ott  désigne  la  conique  qui  sérl  dltilici-nièilîAiFc  feôtts 
le  nom  de  Directrice^  et  les  poiqts  M  et  a  sbâl  dits  points 
^ofr€9ponia'nits\ 

Remarque  L  On  ikeat  ^^t-Tcdfr  auxtaiéméh  totlclusUris  |^ 

des  considérations  pureibekit  analytiques;  soienl  -^,    -;; 

—n  "7,  [^oir  p.  5),  les  coordonnées  des  points  correspon- 
dants, et  F(ar^,z)=0  Téquation  rendue  bomogëne  de  la 

j/  y 
courbe  donnée;  la  )M)Iairc  du  point  -7,  -j  est 

%    z 

^(2Ay+Bx'+Es')+x(2Cj;'+By+Ea')+2(Dy+Ex'+2"Fz')  =0 , 
donc  /'[2  V  +  Bx*  +  D»-] + j:"[2Cx'  +  B/  +Ei'J + 
+  2"[D/+Ea:'+2Fz']=0. 

La  polaire  du  point  -^77,^  est  ^[2A^"  +  Bx"  +  D»"]  ^ 

+  :cpCJc''+By'+Ea'T+2[âFJB''  +  D/'4-Ex'']=î^      fclle 

point -p,  ^  est  évidemment  sur  cette  polaire.  Le  point  infi- 

uiment  yoisin  est  aussi  sur  cette  polaire  \  elle  est  donc  lan- 
génie  à  la  courbe  donnée. 

Remarque  IL  Autant  la  courbe  donnée  a  ttepoinfii  situés  à 
Tinfini ,  autant  là  polaire  réciproque  n  de  taiifentès  passant 
par  le  centre  de  la  directrice;  mais  il  faut  se  F&ppeter  que  l«s 
po\n\%  situés  à  Tinfini  sur  là  menue  droite  tae  comptent  Xpt^ 
pour  un  point. 

Aemorçtie  ///.  A«itant  la  courbe  donnée  a  ties  langMlts 
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situées  à  Tinfini  (branches  paraboliques), autant  la  polaire 
réciproque  a  de  points  multiples  au  centre  de  la  directrice; 
les  tangentes  parallèles  à  l'infini  ne  comptent  que  pour  une 
tangente. 

Remarque  IF.  A  chaque  tangente  de  la  courbe  donnée  pas- 
sant i^ar  le  centre  de  la  directrice  correspondent  deux 
points  de  la  polaire  réciproque  situés  à  Tinfini.  Lorsque  au- 
cune tangente  ne  passe  parle  centre,  la  polaire  réciproque 
est  toujours  une  courbe  fermée. 

Remarque  V,  Aux  points  et  aux  droites  imaginaires  ré- 
pondent des  polaires  et  des  pôles  imaginaires;  mais  à  une 
ligne  réelle  correspond  une  polaire  réciproque  réelle,  même 
lorsque  la  directrice  est  une  ellipse  imaginaire.  Car,  dans 
une  telle  ellipse ,  les  coordonnées  du  centre ,  les  directions 
des  diamètres  conjugués  sont  réelles ,  et  la  construction  des 
pôles  et  polaires  ne  dépend  que  de  ces  données.  D'ailleurs 
Véquation  de  la  polaire  d'un  point  ne  renferme  que  les  coejji- 
cienii  de  l'équation  de  la  conique  directrice ,  et  ces  coeffi- 
cients sont  réels ,  lors  même  que  la  conique  devient  imagi- 
naire. 

Remarque  FI.  La  courbe  donnée  A  étant  du  degré  m  sera 
tout  au  plus  de  la  c/osse  m  [m —  1)  ;  c'est-à-dire  qu'on  pourra 
d'un  point  donné  mener  à  la  courbe  au  plus  mipi — 1]  tan- 
gentes, donc  la  polaire  récipi^oque  peut  être  rencontrée  par 
une  droite  au  plus  en  hi{jn —  1)  points,  elle  est  donc  au  plus 
de  ce  degré;  mais  elle  est  toujours  de  la  w^»»*  classe  ;  d'après 
le  degré,  elle  pourrait  être  de  la  classe  m{m — l)(/7i'— //i — 1); 
mais  elle  descend  toujours  à  la  classe  m  et  perd  ainsi 
m\m  —  -2)  tangentes  dans  le  faisceau  issu  d'un  même  point. 
M.  Plûcker  est  le  premier,  comme  nous  verrons  plus  tard , 
qui  ait  donné  une  explication  complètement  satisfaisante  de  ce 
fait  singulier. 

Remarque  FIL  A  un  point  multiple  ^  c'ett-à-dire  par  le- 
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quel  passent  plusieurs  branches  de  la  courbe ,  correspond 
une  langenle  multiple ,  dans  la  polaire  réciproque,  c'esl-à- 
dire  une  droite  tangente  à  plusieurs  branches  et  vice  vend. 

Remarque  FUI.  A  un  point  conjugué  isolé,  c'est-à-dire 
an  point  réel  d'intersection  de  deux  branches  devenues  ima- 
ginaires ,  correspond  une  polaire  réelle,  droite  conjuguée 
isolée  tangente  à  des  branches  imaginaires  et  vice  vend. 

Remarque  IX.  A  un  point  de  rebroussement ,  c'est-à-dire 
un  point  où  deux  branches  de  la  courbe  se  touchent i  corres- 
pond un  point  d  inflexion  dans  la  polaire  réciproque;  en 
effet,  dans  un  point  de  rebroussement,  lo  point  décrivant 
change  subitement  de  direction  ;  donc  la  tangente  doit  aussi 
changer  subitement  de  direction  dans  la  polaire  réciproque, 
ce  qui  a  lieu  aux  points  d'inflexion. 

'  LXXXIII.  Historique,  De  La  Uire  (Philippe)  est  le  premier 
qui  ait  énoncé,  en  1685,  les  deux  propriétés  géométriques 
qui ,  dans  une  conique,  lient  le  pôle  à  sa  polaire  et  celle-ci  à 
8on  pôle  (Sectiones  conicœ  in  noyem  libros  distributœ. 
In-fol.,  Paris,  1685,  lib.  1 ,  prop.  26,  27,  28;  et  lib.  2, 
prop.  23,  24,  26,  27). 

Monge,  généralisant  les  théorèmes  de  De  La  Hire,  et  pro- 
bablement sans  les  connaître,  découvrit,  en  1795,  les  rela- 
tions géométriques  qui  existent  dans  les  surfaces  du  second 
degré,  entre  le  pôle  et  le  plan  polaire  et  vice  versa ,  et  aussi 
entre  deux  droites  correspondantes.  Il  y  parvient  par  des 
considérations  graphiques  et  nullement  métriques  (  Séances 
des  écoles  normales ,  t.  II ,  p.  357 ,  éditon  de  1800 ,  la  pre- 
mière est  de  Tan  III  (1795)). 

Livet  et  M.  Brianchon  ont  démontré,  en  1806*,  que  la  sur- 
face réciproque  d'une  surface  du  second  degré  est  encore 
une  surface  de  môme  degré  {Journal  de  V École  polytech- 
nique ,  cahier  XIII ,  270  et  297 ,  1 806  ). 

Cette  théorie  a  été  cultivée  et  augmentée,  spécialement 
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dans  les  Annales  de  M.  Gergonne ,  où  cette  théorie  oc- 
cupe le  plus  grand  espace.  Scrvois  a  introduit  le  nom  do 
Pôle  (T.  I,  337,  1810)  et  M.  Gcrgonne  celui  de  Polaire 
(111,297,  1813). 
.  Dualité.  A  tout  théorème  sur  des  points  dans  une  courbe 
correspond  un  théorème  sur  des  droites  dans  la  polaire  réci- 
proque, cl  vice  versa  ;  c'est  ce  qu'on  désifçne  par  le  mot  dua- 
lité.  Le  premier  emploi  de  ce  genre  et  le  plus  célèbre  est 
celui  de  N.  Brianchon ,  qui  a  trouvé  le  théorème  correspon- 
dant de  rhcxagramme  de  Pascal  (Journal  de  l'École  poly- 
technique, cahier  XIII,  297,  1806).  Depuis,  cette  dualité 
a  reçu  une  grande  extension,  surtout  par  les  travaux  de 
M.  Ponceletqui,  le  premier,  s'est  servi  de  la  théorie  des 
polaires  réciproques  pour  la  transformation  des  relations 
de  grandeur  métrique  et  angulaire,  dans  son  Traité  des 
propriétés  projectives,  publié  en  1822.  Là,  le  célèbre  géo- 
mètre a  établi  la  dénomination  de  polaires  réciproques  et  de 
directrices^  et  en  a*  donné  la  théorie  Tondamentale  (p.  121)  et 
Fa  appliquée  h  la  recherche  des  propriétés  des  courbes  et  des 
surfaces  en  général,  (^otr  Chasles,  Histoire  des  méthodes, 
p.  219 ,  et  note  xxvii,  p.  370,  1837.) 

LXXXIY.  Problème.  Étant  données  l'équation  d'une 
courbe  plane  algébrique  et  celle  de  la  conique  directrice , 
trouver  l'équation  enveloppe  de  la  polaire  réciproque. 

Solution.  Soit  F(x,  j^)  =  0  l'équation  de  la  courbe  de 
degré  m  ;  et  «y^'-f  pjr^+7:F'+^^+«J^+5=0,  l'équation  de  la 
conique  directrice.  Nous  désignons  de  même  par  les  lettres 
grecques  A ,  r,  y/,  etc.,  les  fonctions  analogues  à  L,  A:,  A',  etc. 
Soiip^+qx  =  1  l'équation  d'une  tangente  à  la  polaire  réci« 
proque  ;  les  coordonnées  du  pôle  de  cette  droite  par  rapport  à 
la  conique  sont  : 

X'/I  +  Xj fA  X/^-f-'î""!* 
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stib^tlttiaiit  ces  valeurs  dans  l'éqnation  de  la  courbe ,  on  a 
réquatton  enveloppe  cherchée  *,  elle  est  cnp  et  q  de  même 
âégr'é  que  la  proposée;  ce  qu'on  peut  voir  à  priori. 

jipplicalion  1 .  La  courbe  donnée  est  une  conique  à  éqiia> 
tibn  b'exànome  ordinaire. 

S()it^x,y+^î'  +  ^.î*+^./'+«.î+/.=^>  réqualîon  en- 
veloppe de  la  polaire  réciproque  \  on  a 

ft=  Aï/*  +  B»t'  +  Cx'4-Da*'  +  %/.+  Ff*'. 

On  conclut  cr  et  e  respectivement  de  a  ci  d  eu  changeant 
A,  b,  X,  */  en  G,  Ë ,  x^,  ).'  et  tice  versa.  On  connaît  Vespécc  de 
là  Ipotàirë  réciproque  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  p.  278. 
ji)pp\ication  2.  Si  la  directrice  csi  une  circonférence ,  ayant 
son  cchire  à  rorigine  ;  prenant  les  axes  rectangulaires,  Té- 

qûationdecellcdirectriceesi^^-|--^*4-î  =  ^;^'oùl*="^*» 
x=x^==v=6^X  =  X'=  —  4? ;  on  trouve  pour  équation  en- 
téloppo  de  la  polaire  réciproque  : 

(A/,-  +  ^pq  +  Cî')^;'  -  (Bjp  +  EyX+F  =  0. 

L'espèce  de  la  polaire  dépend  du  signe  4e  FL  (f^.  p.  278)  ; 
ce  qui  est  évident  ci  pnim ,  tar,  suivant  que  le  centre  de  là 
dil*cctHce,  qui  est  ici  l'origine,  est  dans  Tinlérieur  de  la 
courbe  donnée ,  dessus  ou  debors ,  la  polaire  réciproque  est 
oae  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Mettes  données. 

jfyf^icaHoû  S.  Pout  q^je  l'enveloppe  soit  un  cercle, 
l\)n  *tt  avôii',  a^és  rectangulaires  e^  =  \cf\  d*=lqf] 
de=^bf[p,  278);  si  l'on  prend  pour,  directrice  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  de  la  conique  comme  cenUrè ,  un  calcul  fa- 
cile fait  voir  que  Véquationlde  Tenveloppc  satisfait  aux  trois 
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conditions ,  et  par  oori^ë(}tient  lé  ipblaire  réciproque  est  un 
cercle  ;  et  la  polaire  Mcipn^^tie  d'Un  eiertle  p^r  rappoH  à  on 
mtnft  crt-dfe  dftiettetir  est  nne  conique  ayant  poul-  fe^er  le 
centre  da  cettVè  directeur,  et  poUt*  ixe  focftl  la  ûiiAVè  ifài 
Mttllit  le^tehtrt»  »^  deni  MMéi. 

(  La  Mfé  pf^ttMm/i»ht. } 

COMPOSITIONS  ÉCRITES 

dêi  $ia  $érm  dans  lesquelles  on  a  partetgé  les  ceaMdM  d 
*J^£eqltfolyteehniqm,éParis^  en  iM8  (f".  t.  Vi^  p.  826)  {% 


Première  série, 

TKWrM  dbd  \WAV(A  tt  ^és  à^^l^batîtons  &  la  géonitètrié. 

On  donne  une  droite ,  un  point  o  sur  cette  droite  et  âëùt 
pointe ^9  B  hors  cette  droite;  on  mène  une  suite  de  couples 
de  sécantes  AM,  B/tî  qui  la  coupent  en  des  points  C,  "Ù ,  tels 
qab  le  produit  oG  x  oD  est  constant  ;  trouver  le  lieu  des 
pôVnts  M. 

iP^ôids  spécifiques ,  instruments  propres  à  les  déterminer. 

ï^'roprlélés  de  roxygèhc. 

Faire  passer  un  cercle  par  trois  points. 

Deuxième  série. 

Méthode  des  coefficients  indéterminés  et  isc»  «pplféàtiOtal. 
Lieu  des  foyers  des  paraboles  égales  inscrites  toutes  dans  le 
mémo  angle  droit  (t.  III ,  p.  226  et  352). 
Baromètre  et  machine  pneumatique. 
Propriétés  dé  l'oxygène. 
Interseetioa^'uM  apbère  et  d'un  pian. 

O  EiamiiMteon  t  MM.  Bertrand  et  Hêrmil^  ;  Ulébare  de  Foaroy  et  Berret. 
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Troisième  série» 
.  Similitade  des  polygones  et  des  polyèdres. 

Liea  des  projections  du  sommet  d'anc  ellipse  sar  toates  ses 
tangentes  ;  éqaalion  polaire  da  lieu  (^.  p.  234). 

Formules  relatives  aux  foyers  des  miroirs  et  des  lentilles. 

Propriétés  de  Tazotç. 

Plus  courte  distance  de  deux  droites,  dont  une  est  parallèle 

à  la  ligne  de  terre. 

QiuUriême  série. 

Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Equation  polaire  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  trans- 
forme la  section  piano  d'un  cône  quand  on  déroule  le.  cône 
sur  un  plan  (t.  IV,  p.  577). 

Production,  propagation  et  réflexion  du  son. 

Propriétés  du  chlore. 

Angle  de  deux  plans,  dont  un  est  parallèle  à  la  ligne  de 

terre. 

Cinquième  série. 

•  i  ' 
Transformation  dos  coordonnées. 

Lieu  des  sommets  des  triangles  semblables  à  un  triangle 
donné ,  dont  la  base  a  ses  deux  extrémités  sur  les  deux  côtés 
d*un  angle  droit  donné  et  passe  en  outre  par  un  point  donné. 
.  Inclinaison  et  déclinaison  de  l'aiguille  aimantée,  électro- 
phore. 

Propriétés  du  soufre. 

Plus  courte  distance  de  deux  droites ,  dont  l'une  est  per- 
pendiculaire au  plan  vertical. 

Sixième  série. 

Déterminer  les  dimensions  d'un  cône  droit  dont  on  donne 
le  volume  et  la  surface  convexe. 
•    Résoudre  Féquation  : 

x4  4-  20x^ — U2x  —  8660X — 22875  =s  0. 

Miroirs  et  lentilles  sphériques. 
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Intcrralles  musicaux. 

Propriétés  da  carbone. 

Mener  par  un  point  donné  nnc  droite  parallèle  à  deux 
plans  donnés ,  et  construire  la  longueur  de  là  partie  de  cette 
droite  comprise  entre  le  point  donné  et  un  troisième  plan 
donné. 


GRAND  CONCOURS  DE  1848  (r.  p.  286). 

Qtiestion  dé  mathématiques  spéciales  complétée. 

Il  Tant  joindre  à  renoncé  donné  (p.  286),  ce  qui  suit  .* 
<  On  indiquera  la  Qiétbode  à  suivre ,  et  Ton  en  fera  Fappli- 
»  cation  au  cas  sufVant  : 
»  L'équation  de  TcUipse  est  —+•^=1  ;  celle  de  la  courbe 

9        4 

■  à  laquelle  TS  demeure  tangente ,  est  x'  =  9y  {x  et  y  dési- 
«gnant  des  coordonnées  rectangles  relatives  aux  mômes 

■  axes).»  * 

Note.  Le  Deutéronome  dit,  et  l'Évangile  répète,  que 
l'homme  ne  vit  pas  seulement  de  pain  {non  in  solo  pane  vivat 
homo).  Si  ces  ouvrages  s'étaient  occupés  de  sciences  exactes , 
on  y  aurait  lu  sans  doute  que  le  malbématicien  ne  vit  pas 
seulement  de  géométrie.  Pourquoi  donc,  dans  le  grand  con- 
cours, ne  s'enquière-t-on  jamais  ni  d'arithmologie,  ni  de 
Fanalyse  éqnalionnelle,  ni  des  deux  trigonomélries ,  ni  de 
statique?  Ei^t-ce  qu'il  n'y  a  plus  là  matière  à  questions  à  la 
portée  des  élèves?  Et  mén|e,  en  fait  de  géométrie,  pourquoi 
s'en  tenir  toujours  au  rez-de-chaussée  et  condamner  z  à  une 
éternelle  nullité?  Au  temps  des  lycées,  les  compositions  em- 
brassaient les  trois  dimensions.  Dans  les  collèges,  on  a  ô(é 
une  dimension  ;  cette  amputation  semble  plus  proGtable  à  la 
paresse  qu'à  la  science. 
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QUESTION  n  flXAMEN. 

Lieu  gioméêrique  du  centre  éPun  cercle  tangent  aux  côtés  d^un 
triangle ,  inscrit  dans  une  circonfirenee^ 


élève  da  lyeéa  Monge  (cUiM  àê  U.  ¥IN€Sia). 


Théorème,  Un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  donné  ayant 
on  angle  constant,  et  le  sommet  de  ce  même  angle  fixe;  le 
lien  du  centre  <fu  ccirde  qqi  toncbe  les  cètés  du  triafigle  est 
ua  limaçw  de  Pascal.  «  (Bml  $erret> 

Démonstration  (*).  ÉqiMtion  polaire.  Soft  C  le  centre  da 
cerdo  donné,  ABU  le  trianglf»  inscrit,  B  Fangle constant  et 
au^l  le^oipmet  pie.  ^oit O  Iç  centra  4'iip  wcle  inscrit,  et 
H,  H'  {es  points  de  contact  f|e  ce  cprcle  avep  \^  pûtes  AD,  4B  j 
menons  la  droite  BO  rencontrant  de  nouveau  le  cercle  içxfuf^ 
enN;  prenons  le  diamètre  30M  pour  ^x^  polaire  |  poiiftos 
Bg==R}  PQ=p;   pBft>  =  u>;    I^N^f,,  Aïf^^AH'^^j 

BH' = a  =  p cos^B  ;  AD ss  2e,  menons  AN  et  BN  ;  les  trian 


gles  ABN,  DBN  donnent: 

ÂF=(«+P)'-«/>^+«cosiB+p;  I 

Mais  ANs=DN;  faisant  la  soiiltractien  et  divisant  par 
H^—Ph  H  vient  : 

P.cos-B  — c  — a=Oj 


3 


V 


(*)  L«  Ifloteiir  têt  prié  de  vouloir  bien  CaiM  U  flf  ore. 
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P  =  2R(tû— sin-B),  (1) 

^nation  polaire  cherchée.  Telle  est  aussi  Téquation  da 
limaçon  de  Pascal  î  on  sait  qqe  cette  courbe  est  du  genre  eon- 
çhoïde;  la  base  çst  ici  le  cercle  doané,  B  Iç  point  fixe^  el 
ON=BN— BO=âRsinB  est  la  longueur  fixe»  qu'on  povte 
en  dedans  et  au  dehors  du  perde.  [Foiri.  II ,  p.  250.) 

La  discussion  de  la  courbe  ne  présente  aucune  djfficnlté; 
la  courbe  appartient  aussi  aux  cercles  inscrits  et  ex-inscrits. 

Équation  aux  coordonnées  rectangulaires  : 

[y + ^-  mxy  -^  m^iy+a:')  m^^b*  a. 

Observation.  Lorsqu'on  prend  Tangle  supplémentaire  de  B, 
il  faut  remplacer  sin-B  par  cos-B. 

Noie.  Construisant  le  cercle y'+ {x  —  2R)'= W  sin^B  et 

abaissant  de  l'origine  des  perpendiculaires  sar  les  tangentes, 
les  pieds  des  perpendiculaires  Forment  le  limaçon  de  Pascal 
(t.  ly,  p.  426);  autrement  le  limaçon  de  Pascal  est  la  podaire 
de  l'origine  de  ce  cercle.  Tpa. 


QUESTION  D'EXAMEN 

Sur  le  mouvement  y  pour  F  admission  à  V Ecole  polytechnique 
m  1848  [V.  t.  VI,  p.  401), 

Problème,  n  courbes  situées  dans  le  ^éme  plan  sont  par? 
courues  chacune  par  un  point  matériel  de  masse  connue  ;  q(} 
donne  la  loi  du  mouvement  de  la  projection  de  chacui)  de  cpa 
points  sur  une  droite  ;  trouver  le  lieu  géométrique  dji  centra 
de  grayité  de  ces  masses. 
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Solution,  Soient  F,=M),  F,=0. .  .F^=0  (1)  les  éqaations  des  n 
courbes  données;  soit  x=if,{t),x=flt)...x^fjt\  t  désignant 
le  temps ,  les  relations  données  da  mouTcment  des  projec- 
tions des  n  points  matériels  des  masses  m, ,  m,. ..  m^;  éliminant 
X  entre  les  éqaations  F,=  0  et  x^fjj) ,  on  aura  :  ^=<p,(0  ; 
de'mémcj^=<p,{0...  j^=?n(0;  ^  et  j^ étant  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  des  masses  an  bout  du  temps  t,  on  aura  : 

(m,  +  m,  +  ... mjo:  =  m,/.(r)  +«w JKO  +  .. .  mJ'J.t) 
(/w.  +  m,  +  . ..  m^)jr  =  m,t^,(l)  +  /7i,«>.(0  +  ...  mj'^(i]; 

éliminant  r ,  on  a  la  relation  cherchée  entre  xety. 

Théorème.  Un  point  matériel  décrit  une  conique,  de  telle 
manière  que  ses  projections  sur  une  droite  sont  soumises  à  un 
mouvement  uniforme  ;  dans  le  même  plan ,  un  autre  point 
matériel  décrit  une  droite  d'un  mouvement  uniforme;  le 
centre  de  gravilé  des  deux  masses  décrit  une  conique. 

Démonitration.  L'abscisse  de  la  droite  est  une  fonction 
linéaire  entière  du  temps;  donc  Tordonnéeest  aussi  une  telle 
fonction.  L'abscisse  de  la  conique  est  une  fonction  linéaire  du 
temps  ;  donc  Tordounée  de  la  conique  est  une  fonction 
linéaire  du  temps,  plus  là  racine  carrée  d'une  fonction  de 
second  degré  du  temps.  Ainsi  x  et^  étant  les  coordonnées 
du  centre  de  gravilé,  on  a .  x=/{i)  j.^  =  <p(0  +  K?i(0  î 
/(i)  et  <p(/}  sont  des  fonctions  linéaires,  et  %(i)  une  fonction  du 
second  degré  ;  donc  t  est  une  fonction  linéaire  de  x,  et  l'on  a  : 
y  =  F(x)  +  V^F,(x) ,  où  F(x)  est  linéaire  cl  F,(jr)  du  second 
degré.   C.  Q.  F.  D. 

Observation.  Dans  la  question  particulière  proposée  par 
M.  Bertrand ,  la  conique  est  une  parabole,  et  le  centre  com- 
mun de  gravité  devient  aussi  une  parabole.  Lorsque  les  deui 
vitesses  des  mouvements  uniformes  sont  égales  et  de  sens  op- 
posés ,  la  parabole  que  décrit  le  centre  de  gravité  se  change 
en  une  droite  analytiquemenl  double;  évident  d  j^nort. 
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BIOGRAPHIE. 


WANTZEL. 

Les  sciences  mathématiqQes  Tiennent  de  perdre  »  avant 
qoMl  eût  atteint  trente-quatre  ans,  on  des  hommes  sur  les* 
qoels  elles  pouvaient  fonder  les  plus  belles  espérances.  On 
pense  que  les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales ,  qui  ont  reçu 
le  dépôt  de  plusieurs  de  ses  remarquables  travaux,  verront 
avec  on  vif  intérêt  une  notice  sor  ce  qui  concerne  ce  savant 
si  émioent  et  si  regrettable. 

Pierre- Laurent  Wantzel ,  ingénieor  des  ponts  et  chaossées, 
répétiteor  et  examinateur  d'admission  à  l'École  polytech- 
nique 9  membre  de  la  Société  philomathique^  naquit  à  Paris 
le  5  juin  1814,  de  M.  Frédéric  Wantzel^  encore  existant,  et 
de  Marie  Aldon-Beaulicu,  qui  a  précédé  son  fils  de  six  mois 
dans  la  tombe.  Son  père ,  d'une  famille  de  banquiers  de 
Francfort-sur-le-Mein ,  que  les  guerres  de  1798  avaient 
obligé  de  venir  chercher  l'existence  à  Paris,  s'était  armé, 
trois  mois  avant  la  naissance  de  son  fils,  pour  défendre,  dans 
les  rangs  de  la  vieille  garde  impériale,  le  territoire  envahi 
de  sa  patrie  adoptive.  Rentré  sept  ans  après  dans  la  vie  ci- 
vile, où  il  occupe  depuis  celle  époque  la  place  de  professeur 
de  mathématiques  appliquées  à  TÉcoIe  spéciale  du  com- 
merce ,  M.  Wantzel  père  avait  retrouvé  sa  femme  et  ses  en- 
fants à  Ecouen  près  Paris ,  où  son  beau-père  possédait  une 
propriété. 

Déjà  la  haute  intelligence  de  Laurent  Wantzel  se  révélait.  . 
Placé  chez  Tinstiluteur  primaire  d'Ecoucn ,  qui  était  en  même 
temps  arpenteur,  il  montrait,  avec  une  grande  mémoire , 
An.  M  ii4TH«M.  vn.  21 
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une  merveilleuse  aptitude  pour  les  mathématiques ,  dont  il 
lisait  les  livres  avec  une  extrême  avidité*  Il  dépassait  bientôt 
son  maître ,  qui  recourait  au  petit  Wantzel ,  à  peine  âgé  de 
neuf  ans ,  lorsqu'il  avait  à  faire  quelque  arpentage  difficile. 

Entré  en  novembre  1826 ,  à  douze  ans  et  demi»  à  TÉcole 
des  Arts  et  Métiers  de  GbAloos»  alors  dirigée  par  un  géo- 
mètre bien  capable  de  l'apprécier,  feu  M.  Bobilier,  il  était 
bientôt  licencié  (avril  1827)  avec  toute  l'école,  pour  une 
révolte  à  laquelle  son  caractère  méditatif  et  paisible  avait  dfl 
le  détourner  de  prendre  aucune  part  :  aussi  était-il  inscrit  le 
premier  sur  la  liste  de  réorganisation  en  octobre  suivant 
Mais  il  ne  se  sentait  aucun  goût  pour  les  travaux  manuels 
auxquels  tous  les  élèves  de  cette  école  étaient  désormais  as- 
treints, et  il  sollicitait  éloquemment,  dans  ses  lettres  à  son 
père,  une  éducation  plus  scientifique. 

La  communication  qui  fut  donnée  de  cette  correspondance 
remarquable  à  M.  Lievyns  décida  son  entrée ,  le  28  mars 
1828  9  dans  Tinstitution  dont  cet  homme  honorable  était  chef, 
rue  Boucherat,  à  Paris.  C'est  le  même  qui,  quatorze  ans 
plus  tard,  lui  donna  la  main  de  sa  fille  aînée.  Il  se  chargea 
lui-même  d*enseigner  les  langues  grecque  et  latine  à  son 
nouvel  élève  qui  n'en  possédait  pas  les  premiers  rudiments,- 
et,  grâce  à  ses  paternelles  et  habiles  leçons,  Wantzel ,  dont 
l'ardeur  et  le  courage  ont  toujours  égalé  Tintelligence,  était 
admis  six  mois  après  à  suivre  une  classe  de  seconde  du 
collège Charlemagne.  Deux  accessit,  l'un  de  vers  latins  dans 
cette  classe ,  l'autre  de  version  grecque  un  an  après  en  rhé- 
torique ,  témoignent  assez  que  cette  admission  ne  fut  point 
une  affaire  de  faveur. 

Ses  progrès,  comme  on  peut  le  penser,  n'étaient  pas  moins 
rapides  dans  les  sciences,  sous  la  savante  direction  de 
M.  Blanehet,  alors  répétiteur  dans  Tinstitutiou  Lievyns,  el 
aujourd'hui  inspecteur  général  de  l'Université.  Los  succès 
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les  pkis brillants  en  étak*ât  le  résiii tut.  Aussi ,  feu  M.  Reynaud 
le  pria^  oo  1829,  de  corriger  les  épreuves  d'une  nouvelle 
édition  de  lou  Traité  d'arilhmélique ,  ei  introduisit  précieu- 
àeneiit,  dans  ce  livre  irés^répandu,  une  démonstration  due 
é  WMisely.  alufs  Agé  de  qolnae  ans,  d'un  lemme  sur  lequel 
toii4  le  monde  ae  basait  disputa  longtemps  dans  la  pratique 
da  FaxtracUon  de  ka  racine  carrée,  mais  qui  n'avait  pas  en- 
core été  démontré. 

àève  de  pliiiosopbie  en  1831 ,  il  obtenait ,  cette  année,  I(! 
(NTemier  prit  de  dissertation  française  au  collège  Charlemagne 
et  le  deuxième  prix  de  dissertation  latine  au  concours  glane- 
rai des  coHéges  de  Paris  ;  el ,  l'année  suivante ,  il  remportait 
an  eoncooN  général,  comme  à  son  collège,  les  premiers  prix 
de  mathématiques  spéciales  et  de  physique.  A  la  même  épo- 
qpie  (i83â)  il  était  reçu,  à  dh-huil  ans^  le  premier  à  rÉcolc 
polytechnique  et  le  premier  à  l'École  normale  (section  des- 
sciences) ,  double  succès  inconnu  jusqu'à  lui. 

lie  souvenir  de  son  passage  par  l'Écolo  polytechnique  s'y 
est  conservé  par  une  glorieuse  tradition ,  tant  fut  grande 
Vioipittssîon  qu'y  laissèrent  la  supériorité  de  son  esprit  et  lit 
noblesse  »  la  franchise ,  la  bienveillance  de  son  caractère. 

Sorti  en  1834 ,  dans  les  ponts  et  chaussées,  il  fut  envoyé 
en  1835  dans  les  Ardcnnes,  comme  élève  en  mission ,  o{  en 
1836  dans  le  fierry.  Mais ,  après  sa  dornidre  année  d'école 
spéciale,  il  Ue  voulut  plus  quitter  les  spéculations  de  là 
science.  U  disait  gaiement  à  ses  amis  qu'il  ne  ferait  qu'on 
médiocre  ingénieur.  11  préférait  renseignement  des  malhé- 
matîques,  qu'il  professait  longtemps  déjà  avant  de  quitter 
les  bancs,  et  qu'il  professa  encore  quelques^jours  avant  sa 
mort.  11  demanda  donc,  en  1837,  un  congé  indéfini,  rrnon 
çant ,  quoique  sans  fortuno ,  à  tout  traitement ,  et  bien  résolu 
à  donner  sa  démission  si  le  congé  était  reftisé.  ko  chef  de  son 
.  administration ,  M.  Legrand ,  n-eut  garde  de  perdre  ut)  pareil 
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homme.  Il  le  chargea ,  pour  pooTOir  lai  conserycr  une  partie 
de  ses  appointements^  d'analjser  quelques  ouvrages  écrits 
en  langue  allemande ,  que  son  père  lui  ayait  apprise  dans 
une  de  ses  yacances  ;  il  lui  donna ,  en  mai  1840,  le  grade' 
d'ingénieur,  et  l'attacha  à  l'École  des  ponts  et  chaussées  à  la  fia 
de  1844,  comme  répétiteur  du  cours  de  mécanique  appliquée. 

Cependant  l'École  polytechnique  Tinscrivait,  en  1838 
(20  noTcmbre),  au  nombre  de  ses  répétiteurs  d'analyse,  et 
il  était  chargé  en  1843,  au  décès  de  M.  Reynaud,  des  exa- 
mens d'admission.  Il  faisait  le  cours  de  mathématiques  spé- 
ciales dans  les  institutions  de  M.  Massin  et  de  M.Yerdot  (suc- 
cesseur de  M.  Lievyns),  et  des  interrogations  périodiques 
dans  plusieurs  autres.  Il  suppléait  souvent  les  professeurs 
de  mathématiques  et  de  physique  du  collège  Charlemagne. 
De  nombreux  élèves  venaient  chez  lui  recevoir  des  leçons 
particulières. 

Son  enseignement,  au  dire  de  tous^  portait  un  cachet  par- 
ticulier de  netteté,  de  fermeté,  de  lucidité  et  d'agrément. 
Personne  ne  savait,  avec  plus  de  douceur  et  de  patience , 
obtenir  de  ses  auditeurs  un  silence  plus  attentif.  Il  était  ton- 
jours  compris,  malgré  la  rapidité  de  son  exposition ,  Tori- 
ginalité  de  ses  méthodes ,  et  la  volubilité  de  sa  parole ,  dont 
le  ton  ne  s'élevait  jamais.  Une  objection  imprévue ,  une  diflt 
culte  malicieusement  proposée,  était  à  l'instant  résolue: 
aussi  ses  élèves  l'adoraient  et  le  vénéraient.  Dans  les  exa- 
mens, il  était  devenu  en  quelque  sorte  proverbial  pour  l'im- 
partialité aussi  consciencieuse  qu'éclairée  :  si  quelques  can- 
didats le  redoutaient,  c'est  qu'ils  n'étaient  pas  sûrs  d'eux- 
mêmes,  et  que  l'on  savait' qu'avec  lui  rien  n'était  donné  au 
hasard.  Il  se  récusait  loyalement  pour  peu  qu'il  les  connûl. 

Dans  ses  tournées ,  il  examinait  dix  et  douze  heures  par 
jour,  bien  que  déjà  malade.  En  général ,  on  peut  lui  repro- 
cher d'avoir  été  trop  rebelle  aux  conseils  de  la  prudence  et 
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de  l'amitié.  Il  Irayaillait  ordinairement  le  aoir,  ne  se  couchani 
qae  bien  avant  dans  la  nuit ,  lisait  ensuite,  et  ne  dormait  que 
quelques  heures  d'un  sommeil  agité,  faisant  alternativement 
abus  de  café  et  d'opium;  ne  prenant  ses  repas,  jusqu'à  son 
mariage,  qu'à  des  heures  mal  réglées.  Il  se  fiait  sans  mesure 
à  une  constitution  naturellement  très-forte ,  à  laquelle  il  fai^ 
sait  braver  à  plaisir  tous  les  genres  d'épreuve.  Il  en  a  triste- 
•  ment  fait  porter  la  peine  à  ceux  qui  pleurent  sa  fin  pré- 
maturée. 

Nous  donnerons  plus  bas  la  note  à  peu  près  complète  de 
ses  travaux.  Ces  travaux  sont  importants  sans  doute.  Ils 
portent  presque  tous  l'empreinte  de  sa  hante  supériorité;  plu- 
sieurs constituent  un  vrai  service  rendu  à  la  science.  Mais , 
disons-le ,  ils  ne  sont  pourtant  pas  en  rapport  avec  ce  qu'il 
était  permis  d'attendre  de  son  imagination  active ,  de  son  ex- 
trême facilité,  de  sa  connaissance  étendue  et  profonde  des 
mathématiques  pures.  On  a  attribué  cette  sorte  de  mécompte 
à  la  tournure  métaphysique  de  son  esprit  :  je  crois  qu'il  est 
dû  plutôt  à  l'irrégularité  de  sa  manière  de  travailler,  à  Tcx- 
eès  des  occupations  où  il  s'était  engagé,  au  mouvement  con- 
tinuel et  pour  ainsi  dire  fébrile  de  sa  pensée ,  et  à  l'abus 
même  de  sa  facilité.  Wantzel  improvisait  plus  qu'il  n'élabo- 
rait  :  il  ne  se  donnait  probablement  pas  le  loisir  ni  le  calme 
nécessaires  pour  rester  longtemps  sur  un  même  sujet.  Tout 
porte  à  penser  que  s'il  eût  vécu  quelques  années  encore ,  il 
eût  modifié  ce  régime,  et  que,  mettant  enfin  sérieusement 
en  œuvre  les  matériaux  accumulés,  il  eût,  par  des  travaux 
suivis  et  d'une  haute  portée,  pris  dans  le  monde  savant  la  place 
que  lui  assignait  son  génie  mathématique. 

Mais,  si  occupé  qu'il  fût ,  il  avait  toujours  du  temps  de 
reste  quand  il  était  question  d'obliger.  Un  ami  lui  soumet- 
tait-il une  diflBculté,  un  problème,  le  lendemain  ne  se  pas- 
sait pas  sans  en  recevoir  la  solution  complète ,  ou  la  preuve 
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«irréfragable  que  le  problème,  mal  posé ,  étaU  sans  sdiitioii. 

La  conversatioo  de  Wanizel  était  animée ,  rapide  et  jamais 
oiseuse.  Uo  iolerlocateor  dont  il  se  croyait  compris  pouTait 
la  prolonger  à  volonté.  Il  aimait  cependant  le  silence ,  et  k 
gardait  strictement  plutôt  que  de  parler  pour  ne  rien  dire.  Il 
était  éminemment  contradicteur,  maia  sani  passion ,  et  jamais 
sa  contradiction  oe  désobiigeaît  ;  comme  elle  ne  portait  point 
sur  dos  mots ,  elle  tendait ,  josqae  dans  ses  paradoxes ,  à  * 
éclairer,  en  les  soulevant ,  de  nouvelles  faces  des  questions , 
et  on  le  voyait  abandonner  sa  première  opinion  au  point 
d'entrer  quelquefois,  avec  bonhomie,  dans  votre  sens  autant 
que  Tous-méme.  Plein  de  déférence  et  d'aménité,  c'était  on 
de  ces  hommes  rares  qui  disent  toht  sans  blesser,  qui  n'ont 
pas  le  temps  de  penser  mal  de  personne  et  qui ,  respectant 
tout  le  monde ,  sont  respectés  et  airnés  de^  tons.  Ses  lettres 
étaient  pleines  de  convenance  et  de  modestie. 

Son  érudition  variée  devenait  expansive  lorsqu'on  la  pro- 
voquait. Passionné  pour  la  musique  quoique  à  peine  musi- 
cien ,  il  raisonnait  contre-point  avec  les  plus  savants  compo- 
sitemrs.  Il  avait  étudié  avec  une  sorte  d'acharnement ,  avant 
et  après  son  entrée  à  l'École  polytechnique ,  les  philosophes 
allemands  et  écossais  de  la  6n  du  dernier  siècle ,  et  les  éclec- 
tiques français  du  nôtre  ;  il  avait  médité  Gcethe ,  et  il  s  était 
même  laissé  surprendre  par  les  auteurs  modernes  des  romans 
français  dits  de  mœurs.  Mais  sa  haute  raison  lui  faisait  sentir 
bientôt  le  vide  des  doctrines  purement  humaines. 

On  me  saura  gié,  je  pense ,  de  donner  quelques  détails 
sur  les  sentiments  en  religion. 

Enfant  de  chœur  à  Écouen  où  s'était  faite  sa  première 
communion,  Wantzel  avait  conservé  une  ferveur  de  piété 
extraordinaire  à  l'école  de  Gbàlons  et  dans  la  pension  de 
M.  Ueyyns,  oii  l'instruction  religieuse  était  donnée  par 
M.  rabbé  Bertin ,  du  clergé  de  St-Pau)-S(-Lo«is.  U  moinéM 
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iwiBj  qQdqueTois  imaginaire,  ^a'il  croyait  avoir  à  se  r^ 
yrocber,  toormenfait  sa  conscience  scrapaleuso  jusqu'à  ce 
iflu'il  Veûi  soulagée  daos  le  sein  de  ce  charitable  directoor, 
qu'il  aima  toute  sa  vie  avec  teudresse ,  et  auprès  duquel  il 
venait  passer  une  ou  deux  heures  par  jour  pendant  ses  ma- 
ladies. Il  coniimia  à  pratiquer  ostensiblement ,  et  avec  assi- 
duité., poudant  sa  première  année  d*École  polytechnique, 
tous  les  préc€|)tes  catholiques,  sans  s'inquiéter  des  plaisan- 
teries qu'il  bravait ,  mais  qui ,  suivant  son  père,  ne  laissaient 
pas  de  le  Caire  soufirir.  Tout  h  coup ,  à  l'âge  d'un  peu  plus  de 
dix-ueuf  ans,  les  sentiments  panthéistiques  et  sceptiques, 
jnsque-li réprimés I  l'emportèrent,  et,  bientôt,  dans  cette 
voie  noavelle^  sa  pensée  et  sa  vie  ne  surent  {dus  s'&rrôter.... 
II  soutenait ,  en  1835  ,  contre  M.  H''**'',  ingénieur  à  Charle- 
viUe ,  des  discussions  à  outrance  ;  il  ne  voyait  plus  M.  Bartin 
que  pour  le  combattre  avec  des  arguments  prisés  dans  ses 
lectures  plus  que  dans  ses  propres  idées. 

A  .cette  période  de  passion  succéda  use  époque  d'indiffé- 
rence^ Mais  ce  dernier  état  était  tjrop  peu  dans  sa  nature 
pour  qu'il  pût  s'y  tenir.  La  foi  revint  en  lui  à  Tépoqpe  de 
son  mariage.  Le  retour  lut ,  quelques  momexits ,  complet  et 
pratique  :  il  y  avait  sans  doute  été  préparé  par  l'andition 
sérieuse,  à  Motre-Dame ,  des  conférences  des  PP.  Lacordaire 
et  de  Ravignan ,  qu'il  goûtait  beaucoup,  surtout  le  second. 

Plus  tard ,  exprimant  à  M.  Berlin  son  regret  de  se  trouver 
encore  m  faiUe  et  si  mal  disposé ,  il  venait  lui  demander  des 
«esses»  el  la  consécration  à  la  sainte  Vierge  des  enCsnts  ^oi 
lui  naissaienl. 

EnGn ,  douze  ou  quinze  jours  avant  sa  mort,  ayant  ren- 
contré M.  l'abbé  Bertjn ,  il  l'accompagna  chez  lui ,  lui  dit 
son  départ  fixé  au  lendemain  pour  le  Midi ,  s'occupa  longue- 
ment avec  lui  de  sa  conscience ,  et  se  recommanda  à  ses 
prières  au  saint  sacrifice....  Les  doutes  étaient  dissipés ,  et 
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tons  les  seDtimenU  du  jeanc  âge  étaient  revenus  dans  cet 
esprit  mûri  par  la  réflexion  et  la  souffrance.  Son  respectable 
ami ,  le  jcroyant  parti ,  n'alla  point  le  visiter  :  il  espère  bien 
le  revoir  dans  un  meilleur  séjour. 

Son  voyage  en  Languedoc  n'eut  pas  lieu.  Il  eût  été  inutile. 
Le  mal  avait  trop  profondément  déjà,  depuis  six  mois,  miné 
sa  poitrine.  Il  ne  put  plus  quitter  sa  chambre ,  et  il  succomba 
le  21  mai  1848 ,  dans  un  moment  où  un  faux  espoir  venait 
de  renaître  dans  son  entourage.  Ses  traits ,  calmes  et  sereins , 
aussitôt  recueillis,  étaient  empreints  de  douceur  et  de  génie, 
et  d'une  beauté  inaccoutumée. 

Il  était  marié  depuis  le  21  février  1842  à  la  fille,  Agée 
à  peine  de  dix-sept  ans,  de  son  ancien  maître  M.  Lievyns, 
dont  la  maison  est  si  fière  de  l'avoir  eu  pour  élève.  Elle  lui 
a  donné  deux  filles.  Une  lettre^  aussi  naïve  que  touchante, 
de  cette  jeune  veuve  à  M.  Wantzcl  père,  sur  son  bonheur 
constant  de  six  années ,  prouve  que  celui  que  nous  regrettons 
n'était  pas  moins  doué  des  qualités  qui  font  la  joie  et  la  paix 
de  Tintérieur  d'une  famille  que  de  celles  qui  font  le  bon  ami 
et  l'homme  utile  à  la  société.  Puisse  ce  faible  témoignage 
apporter  quelques  moments  de  consolation  à  la  douleur  d'une 
telle  perte. 

PUBLICATIONS  DE  WANTZBL. 

Journal  de  VÉcoh  polytechnique. 

Cahier  XXY,  p.  151-157, 1837.  Note  sur  les  nombres  in- 
commensurables. L'auteur  établit  pour  les  incommensurables 
numériques  des  théorèmes  analogues  à  ceux  de  M.  Liouville 
sur  les  incommensurables  algébriques. 

Cahier  XXYII,  p.  85-122, 1839.  Mémoire  et  expériences 
sur  l'écoulement  de  l'air,  déterminé  par  des  différences  de 
pression  considérables;  par  MM.  Barré  de  Saint-Venant  et 
Wantzel. 
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Journal  des  mathématiques  pures  (Liouville). 

Tome  II,  p.  366-372,  1837.  Recherches  sur  les  moyens 
de  reconnaître  si  an  problème  de  géométrie  pei|^  se  résoudre 
avec  la  règle  et  le  compas.  Il  démontre  pour  la  première  fois 
l'impossibililé  de  résoudre  géométriquement  la  duplication  da 
cube ,  la  trisection  de  l'angle,  etc.  Depuis,  M.  Sturm  a  sim- 
plifié ce  genre  de  démonstration,  mais  il  n'y  a  rien  de  publié. 

Tome  lY,  p.  185-188 ,  1839.  Lettre  à  M.  Liouville  sur  la 
détermination  de  la  figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en 
rotation  et  soumise  à  des  forces  attractiyes.  Le  but  est  de  ren- 
dre rigoureuse  la  seconde  méthode  de  Laplace  relatiye  à  cette 
question. 

Comptes  rendus  de  V Académie, 

.â*sem.  18&2y  p.  732.  Remarques  à  Foccasion  d'un  mémoire 
de  AL  Maurice  sur  rinvariabilité  des  grands  axes. 

2«  sem.  1843,  p.  1140.  Nouvelles  expériences  sur  Técon* 
lement  de  Tair  déterminé  par  des  diflérences  de  pression  con- 
sidérables (conjointement  avec  M.  de  Saint-Venant). 

/6trf.,  p.  1191.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations 
différentielles  linéaires  au  moyen  des  intégrales  définies.  L'au- 
teur applique  aux  équations  différentielles  une  méthode  dont 
Laplace  s'est  servi  pour  les  équations  aux  différences  finies. 

1*'  sem.  1844,  p.  1197  (24  juin).  Note  sur  l'intégration  des 
équations  de  la  courbe  élastique  à  double  courbure.  Dans 
cette  note  remarquable,  ouvrage  de  quelques  heures,  il 
simplifie  et  complète  la  solution  de  M.  Binet ,  dont  un  ex- 
trait venait  de  paraître  (Comptes  rendus,  17  juin ,  p.  1115. 
Voyez  aussi  T' juillet ,  2»  sém.,  p.  1).  Comme  conséquence, 
IVantzel  a  montré  pour  la  première  fois ,  dans  une  commu- 
nication inédite  faite  à  la  Société  philomathiquc  le  29  juin 
(citée  par  M.  de  Saint-Venant  au  compte  rendu  de  l'Aca- 
dlmie,  15  juillet,  p.  148),  que  la  courbe  affectée  par  l'axe 
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d'une  yerge  élastique  primitivement  cylindrique,  sollicitée 
par  un  couple ,  est  nécessairement  une  hélice. 

i*  sem.  1845,  p.  366.  Note  sur  réconlemeni  deVair. 

1^  sem.  M'Y,  p.  490.  Note  sur  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes à  f  occasion  du  mémoire  de  M.  Lamé  sur  le  théorème 
de  Fotnat 

i^  sem.  1848,  p.  600  (posthume).  Mémoire  sur  la  Ihéorfe 
des  diamètres  r53ct{Hgnes  des  courbes  quelconques.  Wantid 
parvient  à  cette  proposition  :  Les  diamètres  rectilipies  d'une 
même  eourbe  appartiennent  à  une  conique  dans  laqudk  fls 
eorrespondent  aux  mêmes  cordes,  et  forment  avec  son  coo- 
4our  des  secteurs  équivalents.  L'auteur  indique  aussi  le 
moyen  de  former  l'équation  générale  des  courbes  qui  Mt  a 
diamètres ,  et  naéme  des  courbes  autres  que  les  coniques  qai 
mt  on  noiBfbr^  îhSm  4e  diamètres  rectilignes. 

Société philomaihique  [nouveau  Bulletin). 

14  janvier  1843.  IfToie  sur  les  îAicommensuraMes  d'xurifine 
algébrique. 
.  1 1  février.  Siur  Ja  surface  dont  Taire  lest  un  minimum* 

â7  maj.  Élat  ,d'èqi|iMbre  des  températures  dans  un  cylindre 
de  to^iM  qi^eleonque,  obtenu  dans  chaque  cas  au  moyen  de 
divers  sysièi9es4e  surfaces  isothermes. 

Il  janvier  1845.  Sur  la  résob^iou  des  /^qnatpons  algé- 
briques par  ides  radicaux.    • 

6  décembre.  Déuioo^tratioA  purei^ent  aJcéfijrjqne  de  l'im- 
possibiliié  d'exprimer  les  racines  d'une  éqff§iio^  algébrique 
par  des  fonctions  transcendantes. 

6  février  1847.  Remarques  sur  la  forme  jjiar  laquelle 
M.  Cauchy  développe  une  fonction  sirf  vaut  te  f^^fifàft  de  la 
variable. 

20  novembre.  Recherches  sur  les  diamètres  nedplignea  des 
euurbes.  • 
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NouvelUê  AnnaU$  de  muthémaUqufiê. 

Tone  H,  p.  117-127, 1848.  GlassiOcatioii  dts nombres  te- 
commettsaraUes  d'origine  ftlgébriqne. 

Tome  III,  p.  825-^39,  IMA.  Note  sur  les  radnes  com- 
plexes des  équations  et  sur  les  facteurs  des  petysomes  algé- 
briques. 

Tome  ly,  57-65,  1845.  De  l'impossibilité  de  résoudre 
toutes  les  équations  algébriques  avec  des  radicaux. 

On  espère  trouver  dans  ses  papiers  d'autres  travaux ,  entre 
autres  la  communication  inédite^  faite  k  la  Société  philoma- 
thique ,  de  la  sommation  d'une  classe  de  séries ,  par  le  calcul 
des  résidus.  Saint-Vbnawt. 


THEOREME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


Le  théorème  de  M.  Serret,  dont  j'ai  donté  oqs  démons- 
tration analytique  dans  le  (ome  précédent  de  ce  Journal , 
n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  relatif  à  toutes  les 
surfaces  gauches  du  second  degré,  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

«  Dans  toute  surface  gauche  du  second  degré.,  la  soipme 
»  des  distances  des  différents  points  d'une  même  ligne  de 
»  courbure  à  une  trajectoire  orthogonale  quelconque  des  gé- 
I»  nératrices  rectilignes  du  premier  système  et  à  une  trajec- 
»  toire  orthogonale  quelconque  des  génératrices  rectilignes 
»  du  second  système ,  a  constamment  la  même  valeur.  » 

La  démonstration  de  ce  dernier  théorème  est  d'ailleurs 
d'une  extrême  facilité.  Soit,  en  effet,  AmB  une  ligne  de 
courbure  d'un  hypcrboloïde  ou  d'un  parabololde  gaud^e. 
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CD  une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices  rectilignei 
da  premier  système ,  et  C.D,  one  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices  rectilignes  da  second  système.  Prenons  sur  AmB 
deux  points  infiniment  voisins  m  et  m\  et  menons  les  géné- 
ratrices rectilignes  mn^  mn,^m'n\  rn!n\^  qui  répondent  à  ces 
points ,  il  Tant  prouver  que 

mn  -f-  m»,  =  m'/i'+  "»''*'.• 
Or,  prenons  sur  rinJ  une  longueur  n!p'  égale  à  mi» ,  et  sur 
mn,  une  longueur  n,p,  égale  à  mV,,  puis  joignons  m// et 
m^,3  les  deux  triangles  mm'ff  et  mmlp^  seront  ^aSx, 
comme  rectangles  et  ayant  mm!  commun  et  l'angle  mnip 
égala  l'angle  mlmp^^  puisque,  d'après  une  propriété  bien 
connue ,  la  ligne  de  courbure  fait  en  chaque  point  des  angles 
égaux  avec  les  génératrices  rectilignes  qui  y  passent  ;  de  là 

résulte  : 

mp  ss=  mp^ , 
et  par  suite  : 

mn  +  mn^  =  mV+  mV,.  C.  Q.  F.  D 


SUR  LES  NORMALES  AUX  œNIQUES. 

PAA  X.  CATASiAV. 


Parmi  les  différentes  méthodes  que  Ton  peut  employer 
pour  mener,  d'un  point  donné ,  une  normale  à  une  conique 
donnée,  il  en  est  une  qui  exige  seulement  X emploi  dt  la  règle 
et  du  compas.  Celte  méthode,  trop  peu  connue ,  a  été  indi- 
quée, il  y  a  cent  eaixante-dix  ans,  par  de  la  Hire,  célèbre 
géomètre  français  (*).  J'ai  cru  faire  une  chose  utile  en  la  re- 
produisant avec  quelques  simplifications. 

O  NoQfetaxÉlémeDti  det  coniqueB  (  1679  ). 
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1.  Supposons  que  la  conique  soit  une  ellipse  s  les  nor- 
males abaissées  sur  cette  courbe  par  un  point  (p,  q)  pris  dans 
son  plan  seront  déterminées  par  les  équations 

a»Y"+6'X  =  aV,  (1) 

c'XY  —  a>Y  +  yîX=  0  ;  (2) 

lesquelles  donnent,  par  l'élimination  de  Y  : 
X*^2ji;X»+^(a>-+JV-c4)X*+2^/,X-2!^'=0.   (3) 

2.  Afin  de  construire  les  racines  de  cette  équation,  es- 
sayons de  combiner  l'ellipse  donnée  avec  un  cercle. 

L'équation  de  ce  cercle  sera  : 

(j:-«)"+(^-P)>==R-;  (4)     • 

et  si  l'on  cherche  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  ces 
deux  courbes,  on  trouvera  qu'elles  sont  foufnies  par  l'équa- 
tion 

(5) 
dans  laquelle 

9.  Maintenant ,  pour  ramener  l'équation  (3)  à  l'équatiOD 
(5) ,  posons  X  SB  mj: ,  et  identifions  ;  il  Tiendra  : 


—â,  i.-4à-— ^-'" 


Ces  relations  déterminent  facilement  et,  p,  R  et  m.  En 

effet ,  la  première  et  la  troisième  donnent  l^  = r. 

tir 
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Oo  tiré  ensuite  de  la  quatrième ,  p"  =  ■ -■  ■  f  .  Pttfe,  de 


la  seconde  i 


Cette  formule  donne  poar  /n  cbuo;  t?afeur5  réelle$,  égales 
et  de  signes  contraires  :  comme  m  est  un  rapport ,  on  peol 
conyenir  de  prendre  aenlenaent  la  ?alear  positive.  Alors 

P=±    .;JL=.  (8) 

^bVay+c^ 

Le  centre  et  le  rayon  de  la  circoofévence  étM^  awM»  ^  • 
Ton  consiraît  cette  circonfSérence ,  et  que  l'on  niul4i|riie  par 
m  les  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes,  on 
connaîtra  les  abscisses  des  pieds  des  diflerentes  normales 
menées  érPelUpse  par  le  point  donné. 

4.  Si  Ton  pose  /=  ^ ,    gf  =»— ,  on  obtient: 

c  c 


•fe  ««deriiiènes  vidM»»  «e  comtvaisent  ubos  Blwplenient. 

Snfpo30asap=bq.  Alors  n»=i,  9=^,  p=±— K/*-j-c'> 

R"  =»  a'+  P"+  ^iT.  En  même  temps ,  les  équations  (3)  et  (5)  ont 
les  mêmes  racines  ;  et  par  conséquent ,  si  dans  le  plan  i'wM 
ellipse  on  prend  un  point  iel  que  seê  distances  aux  deux  axes 
soient  en  raison  inverse  des  grandeurs  de  ces  axes ,  les  pieds 
des  différentes  normales  menées  à  V ellipse  par  ce  point  seront 
situés  sur  une  même  circonférence. 
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II  ne  faut  pas  oublier  que  le  point  fournira  quatre  nor- 
males ,  seulement  quand  il  sera  dans  l'intérieur  de  la  déve-- 
tappée  de  l'dlipse ,  KiqueBe  a  pour  équation  : 

6.  S!  le  point  est  à  Fintersection  de  cette  développée  et  de 
b  droite  représentée  par  apszbq^  on  aura  ap=zbq;=z-—^. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  Téquaiion  (3)  devient  : 

X*-.  —  X»-  ^  a«X-+^  X  ~  =  0. 
1/2  *  V/2  » 

Pesona  X=A:^  d'où  2<*— 2x^— 3r+4£— 1=0. 
Cette  équation  a  pour  racines  : 

ï, 1,       f, 1,       ï, ^  ,       ^4 —  ^ 

donc 

Y   V     ^     Y   ":iji^^     Y      l+^^ 

v/2  2^/2  2K2  , 

Les  valenrs  correspondantes  de  T  sont,  ainsi  qu'il  est  aisé 
de  s'en  assurer  : 

K2  2K2  2 1/2 

fei ,  lë  point  donné  étant  situé  sur  lif  développée  de 
Fritipse  4  L»  quatre  normales  se  rédbisent  à  trois  ;  et  ki 
eiMOoférence  qui  passe  par  leurs  pieds  est  lugente  kV^ 
Kpae  au  point  (X. ,  Y.).  On  peut  remarquer,  de  pins ,  q«a 

X.-f.X,+X,  =  0,  Y.+  Y,+  Y,  =  0;  par  conséquent,  te 
triangle  formé  par  les  pieds  des  trois  normales  a  pour  centre 
de  gravité  le  centre  de  rdUpse. 
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7.  Les  mêmes  considérations  s'appliqueraient  an  cas  de  la 
normale  à  Fhyperbole ,  et  plas  généralement  à  la  conslrnc- 
tîon  des  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré.  Ainsi ,  an 
peut  construire  le»  racineê  d'une  équatùm  du  quatrième  degré, 
à  Vaide  d^une  ellipse  ou  d*une  hyperbole  donnée  ei  d!un  cercle. 

8.  Revenons  au  cas  de  l'ellipse.  Au  lieu  de  oonsidârer 
l'hyperbole  représentée  par  l'équation  (2) ,  on  pourrait  se 
proposer  de  construire  les  droites  qui  passent  par  les  pieds 
des  différentes  normales,  prises  deux  à  deux.  Pour  cela, 
multiplions  l'équation  (1)  par  un  facteur  indéterminé  X ,  et 
joutons  à  l'équation  (2)  y  nous  aurons  : 

XaT+c«XY  +  X6'X*— a>Y  +  ft'îX— XaV=0,    (10) 

équation  d'un  lien  passant  par  les  pieds  des  différentes  nor* 
maies.  Cette  équation ,  comparée  à 

AY'+BXY  +  Cy+DY  +  EX  +  F  =  0,       (11) 
donne  : 

A=Xa',  B=c%  C=U\  D=— û>,  Es=6"j,  F=-Xa'6\ 

Or,  pour  que  l'équation  (11)  représente  le  système  de 
deux  droites  concourantes ,  il  faut  que  Ton  ait 

(BD  —  2AE)"  =  (B*—  4AC)  (D'—  4AP) , 
ou  AE'+  BT  +  CD'—  BDE  —  4ACF  =  0 , 

ou  enfin 

Telle  est  la  rdirtion  à  laquelle  doit  satisfaire  le  facteur  X 
pour  que  l'équation  (10)  représente  deux  droites.  Cette  re- 
lation, nécessaire,  n'est  cependant  pas  suffisante  :  il  faut 
encore  que  l'on  ait  B*—  4Ac  >  0.  Or,  il  est  facile  de  recon- 
naître que  les  racines  réelles  de  l'équation  (12)  sont  comprises 
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on\  d'après  les  yalears  de  A^  B,  G,  B*— 4AG>0.  Il  est 
donc  certain  que  chaqae  valear  réelle  de  l ,  tirée  de  Féqua- 
tion  (là) ,  fournira  un  système  de  droites  concoaranles  pas- 
sant par  les  pieds  des  normales  menées  da  point  donné  à 
l'ellipse  donnée. 

9.  Si  l'équation  (12)  a  ses  trois  racines  réelles ,  il  y  aura 
trois  systèmes  de  droites  passant  par  les  pieds  des  normales  ; 
c'est-à-dire  que  ces  droites  formeront  un  quadrilatère  com- 
plet avec  ses  deux  diagonales ,  et  qu'il  y  aura  quatre  nor* 
maies,  etc. 

10.  La  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'éqoatioo 
(12)  est  : 

{a'p'+  6V—  c4)»+  27a'bVpY<:  0.  (13) 

Pour  tous  les  points  situés  intérieurement  à  la  déyeloppée 
de  l'ellipse ,  on  a  : 

d'où  j  en  élevant  les  deux  membres  à  la  troisième  puissance  t 

ay+  iy-  c»+  3{abpq)\{apf+  {bqf]<0; 

et  f  à  plus  forte  raison  : 

^y+  *V'— ^+  Z[abpqfc^<  0  ; 

condition  qui  rentre  dans  (13).  Donc  cette  dernière  exprime 
que,  par  tout  point  intérieur  à  la  développée  de  l'ellipse,  on 
pourra  mener  qtlatrc  normales  à  cette  courbe,  etc. 

1 1 .  Remarquons  euQn  que  ce  qui  précède  donne  le  moyen 
de  ramener  la  résolution  de  l'équation  du  quatriëm(î  degré  à 
ceUe  d'une  équation  du  troisième. 


àMM,  Dl  MaTHSM.  vu.  SS 
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SEœNDE  SOLUTION  DE  LÀ  QUESTION  «S»  (p.  SM), 
»▲&  X.  ëMBMAU, 


Soient  «?=/(*,  j^);  tt  =  F(j:,^)j  d'Où  x  =  ^«.0; 
^  =  +(tt>  O;ona: 

/V  est  la  dérivée  dc/(x}  par  rapport  à  x,  et  aioal  des 
aulrea.  (Mobias.) 

L'élémeot  diiEèreoliel  dtdu,  traqsformé  en  x  et  ^,  de- 
vient, comme  Ton  sait,  (/'«F'y-^'yF «)^4r i  et  de  môme, 
si  l'on  yeut  revenir  de  cette  dernière  expression  aux  va- 
riables primitifs  <  et  u^  11  Iktidra  sttbstitaer  pour  dxdy, 
f'fVu-^f'u^'ijdudii  d'où  il  «'ensuit  évidemnent  qn^ 

(/'•F  »  -/'yFV)(?  rt'i  -  ?'-+'!)  =  < .      C.  Q.  F.  D. 

Noie.  M.  Loxbay  (de  Bruxelles)  a  adressé  une  solution 
entièrement  oonforipe  à  celle  de  M.  Murent  (p.  298). 


œNCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1848  [r.  t.  VI,  p.  399). 

C&mposUhn  d^analys€é 

V  Parmi  toutes  les  courbes  planes  de  longueur  donnée 
aboutissant  à  deux  points  donnés,  déterminer  celle  qui  a  le 
pins  grand  moment  dlnertie  par  rapporta  la  droite  qui  joint 
les  deux  points;  évaluer  Taire  comprise  outre  cette  droite  et 
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la  courbe ,  cl  la  surfa.c  <iae  la  courbo  ong^^ndre  eo  lour- 
Dao(  autour  de  la  inâme  droile. 

2*  Ëxpliqaer  brièvement  la  mélhodc  par  laquelle  on  read 
maxicDuai  ou  miaimum  uoe  iatégrale  déCaie  quand  une 
autre  ioté^ralc  déBnie  doit  ayoir  une  valeur  donnée. 

CamporiêioH  de  fnéamiqw. 
Un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  de  matière  hétéro- 
gène,  mais  dont  tous  les  points  situés  sur  une  même  droite 
parallèle  à  Taxe  ont  la  même  densité  et  dont  le  centre  de  gra- 
vité est  hors  de  Taœ,  est  posé  sur  an  plan  borfaBOoM  sans 
vitesse  initiale  ;  déterminer  le  mouvement  que  prend  ce  corps 
sous  Faction  de  la  pesanteur  quand  on  néglige  le  frotloment, 
et  en  particulier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  et  celui 
d'au  point  quelconque  du  rajod  du  cylindre  qui  passe  par  ce 

ceatn)  (*). 

Ompotitiam  du  Jury  d'êxomm. 

MM.  Gournot,  inspecteur  général  de  l Université} 

Slurm,  membre  de  TÀcadêmie  des  sciences; 

Briot,  professeur  à  la  Faculté  de  Ljfon  ; 

Gazalès,  inspecteur  général  de  l'Université  ^ 

Amiot,  professeur  au  lycée  Monge. 
iVole.  Pour  la  première  question,  un  ne  saurait  trop  in- 
stamment recommander  aux  jeunes  professeurs  Tétudo  d'u» 
ehef-d'ceuvre  d'Euler,  intitulé  :  Methodus  invMimdi  Imeaê 
eurvas  maxim  minimive  propristaie  gaudetUes^  elCt,  Lan- 
zanne,  1744,  in-4'*.  C'est  l'exposition  géométrique  la  plus 
lacide  du  calcul  des  variations.  M.  Cournot  a  traite  la  ques- 
tion de  mécanique  avec  beaucoup  d'éleuduc  ei  de  généralité; 
malheureusement  ce  mémoire,  consigné  dans  le  Journal  do 
Crelle,  n'est  pas  répandu  en  France.  Nous  engageons  aussi 
à  lire  la  belle  thèse  de  M.  Briot,  où  les  théorèmes  piUorei^ 

(*)  Bieo  «niendu  que  le  oylindre  touche  le  plan  par  une  arête. 
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que$  de  mécanique  de  M.  Poinsot  sont  démontrés  anâljli- 
qucment.  (Liouville,  t.  VI,  p.  70-84, 1841.) 

I>e  sayant  travail  que  M.  Bertrand  Tient  de  présentera 
l'Académie  (G.  R.  août)  appellera  sans  doate  l'attention  sur 
le  cas  où  le  corps  est  en  mouvement  sur  une  surface  elle- 
même  en  mouvement;  seul  cas  réellement  existant ,  puisque 
la  terre  est  en  mouvement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  188  (p.  240), 

PAR  M.  TH.  XiOZHAT, 

de  Bruxelles. 


Les  axes  étant  rectangulaires ,  ces  deux  équations  sont  cdles 
de  deux  ellipsoïdes  égaux.  (Jacobi.) 

Je  remarque  d'abord  que  la  deuxième  équation  se  déduit  de 
la  première,  en  permutant  b,  c,  a\  c\  d*  et  V*  respective- 
ment en  a',  a",  6,  V\  c  et  cf.  Maintenant ,  puisque  ces  deux 
équations  ne  contiennent  pas  de  termes  du  premier  degré, 
les  surfaces  ont  chacune  le  centre  à  l'origine  ;  or  on  sait 
(voyez  Lefébure  de  Fourcy,  Géométrie'  analyUque,  n*  693) 
que  pour  de  telleséquations  les  longueurs  des  axes   sont 

données  par  —:,  X  étant  déterminé  par  l'équation  : 
KX 

X«  +  L>>  +  MX  +  N  =  0.  W 

En  calculant  les  coefficients  pour  la  première  équation ,  il 
vient  : 
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{a^Vc'—  b"c')  +  a\bc''—b"c)  +  a"{bd^  b'c)]* 

et  réqnation  (a)  deyicnt  : 

^,      /a^+a!^+a!-+b^+b'*+b''^+c^+&^-{^^^^       ^ 

iaa'WJt<ia^bV'^(id'VW->tadcd^-ad'cd'^(id^^ 
l _ X_ 

0.     (a) 

En  faisant  les  permutations  annoncées  poar  passer  à  la 
deaxiëme  surface ,  l'équation  (9')  ne  snbil  aaean  changement  ; 
donc  les  deux  surfaces  ont  les  mêmes  aies.  De  plus,  l'équa- 
li(Hi  (a)  n'a  que  des  yariations,  et  puisqu'elle  a  toutes  ses 
racines  réelles»  d'après  la  règle  de  Descaries,  elles  sont  toutes 
les  trois  positive^  \  donc  elle  représente  un  ellipsoïde,  et  par- 
tant les  deux  surfaces  sont  des  ellipsoïdes  égaux. 


DEUX  THÉORÈMES  DE  STATIQUE  DE  M.^AfOBIUS 

(r.p.  257), 


VAa  M.  l>XliA»XBBBaS , 

Professeur. 


I.  Une  force  quelconque  peut  toujours  être  remplacée  par 
sis  forces  appliquées  selon  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre. 

Car  il  y  a  an  plus  deux  faces  auxquelles  elle  est  parallèle. 
Prenons  l'une  de  celles  qu'elle  rencontre  pour  base,  joignons 
le  point  de  rencontre  au  sommet ,  et  menons  un  plan  suivant 
cette  droite  et  la  direction  de  la  force,  il  coupera  la  base 
sniTant  une  antre  droite ,  ce  qui  donnera  deux  directions , 
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suiyanl  lejsqoelles  on  pourra  décomposer  la  force  par  1a 
r^le  da  parallélogramme;  la  force  qui  passe  par  le  sommet 
pourra  se  décomposer  en  trois  antres,  selon  les  trois  aiétes, 
par  la  règle  du  parallélipipéde.  Quant  à  celle  qui  est  dans  le 
plan  de  la  base ,  il  y  aura  au  plus  un  côté  de  cette  base  auquel 
elle  sera  parallèle.  Prenons  fun  de  ceux  qu'elle  rencontre 
pour  base  du  triangle  «  joignons  le  point  de  rencontre  ati 
aammot,  nous  pourrons  toujours,  par  la  règle  du  parallé- 
logramme, décomposer  la  force  en  deux  autres,  l'une  selon 
la  base,  Taiitre  $eIon  la  droite  qui  va  au  sommet^  et  celle-ci 
pourra  se  décomposer  en  deux  autres  scion  les  deux  côtés , 
toujours  par  la  règle  du  paraNélogramme ;  et  assise  trouve 
ueHioiiire  te  tneoreme* 

II.  Lorsque  n  forces  se  font  équilibre  et  qu'une  droite  en 
rencontre  n — 1 ,  elle  rencontre  la  n^^;  car  h  somme  ée 
leur  moment  par  rapport  à  la  droite  étant  nulle ,  ainsi  que 
les  plus  courtes  distances  des  ;i  —  1  premières  forces  à  cette 
droite ,  il  fauéra  que  la  plus  courte  distance  entre  la  n^^et 
la  droite  soit  au«si  nulle;  donc 

Corollaire.  Lorsque  quatre  forces  se  font  équilibre ,  elles 
sont  des  g éuéralrieea  ^u  méane  aystiine  ihin  mdme  hyper- 
boloïde. 


CONCOLRSrOUR  L'ADMISSION  A  L  ECGLENUUMALE 

(1848), 


9AH  M.  BSBV, 
Agrésé  4e  ranifWfiié ,  à  DUm. 


Problême  de  staliquen 
Délenniner  la  posîtiou  d'équilibre  d'une  tigia  pesante  MAI', 
de  longueur  l  et  de  piàds  P,  dont  les  extx^énuiës  sont  ais«- 
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jetlics  à  rester  sur  4eiix  droites  ixcs,  dont  Tuae  est  ferti- 
cale  et  Fautre  dans  une  direction  quelconque. 

(Fig,  49).  Soient  Oe  la  Terticale  et  AS  l'oblique  fixes  -,  en 
prenant  pour  aie  des  «r  la  direction  de  leur  plus  courte  dis- 
tance ,  les  éqwalkwwda  RS  soat 

*=/»    y^bz.  (!) 

Soient  MM'  la  pesttion  d'éqoiltbre^  s  l'ordoMée  de  M  et 
x',  j^',  s' les  coordonnées  de  M^  on  a  : 

On  peut  faire  abstraction  des  droits  fixes ,  pei^rm  4t|'o# 
applique  à  la  tige  en  M  et  M',  des  forces  r  et  r^  resp^ve- 
ment  normales  à  ces  droites ,  égales  et  contraires  aux  pres- 

sions  qu'elles  supportent  ;  la  première  est  parallèle  à  xjr^ 
donc  sa  direction  est  déterminée  par  Tangle  a  que  sa  projec- 
tion sur  ce  plan  fait  avec  Ox  ;  la  direction  de  la  seconde  le 
sera  par  les  angles  a',  p',  y  qu'eHe  Ksit  airec  les  (rois  ax«s.  ' 

On  a:  frcos^'+cosysrO,  (3) 

pour  exprimer  que  r'  est  normale  à  RS. 

La  translation  de  r,  r'  et  P  à  l'origine  ne  fournit  qu'un 

couple  dirigé  dans  le  plan  xj^,  dont  le  moment  est 

r'Cx'oosp'— ycosa'); 

y      eosB^ 
par  conséquent  on  doit  avoir  —,  =  — -,  poor  que  TéquOlbre 

ait  lieu ,  et  r^  est  dirigée  dans  le  plan  OMM'  ;  donc  ce  plan 
doit  contenir  aussi  la  direction  4e  r,  puisse  celle  de  P  y  est 
comprise ,  et  P  doit  être  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  de  r  et  r^. 

Soient  HT  et  HC  deux  Kgnes  représentant  en  grandeur  et 
en  direction  les  forces  r  et  r'  rai^Mirtées  à  leur  point  de  con- 
cours; la  diagonale  HB  du  paraUélogramme  HFBG  repré- 
Wt  force  égale  et  contraire  à  P. 
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Gda  posé ,  HBC  rectangle  en  B  donne  : 

r'*=P+r'    et    0087'=?; 

et  les  triangles  semblables  HBC ,  HDH'  donnent  : 

'•«P    2(z-«').'     '^-^^ 2{r^) 

donc,  0067'=  • 


^U'ona^par 

"•  cosp'sr—cosflt'    et    cosV+cos'p'+cosV=l, 

C08a=  y  COSP'= 


D'après  cela ,  l'équation  (3)  donne  : 
et  (2) , 

Cette  dernière  représente  an  cylindre  elliptique  qai  coupera 
£S  dans  les  positions  qu'on  pourra  donner  à  M'.  En  j  rem  - 
plaçant  x'  par  p  ety  par  bz'  [équation  (1) ] ,  il  Tient  : 


z'=±\ 


iv/(#). 


ponr  les  coordonnées  z  de  ces  points,  et  Ton  a  la  condition 
que  /  ne  soit  pas  inférieur  à  p  pour  que  le  problènie  soit 
possible ,  ce  qui  est  éyidcnt  â  priori  .•$!/>>  p,  il  y  aura  denx 
solutions  et  si  l^s^p^  il  n'y  aura  pas  de  position  d'équilibre, 
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car  alors  r  et  i^  seraient  dirigées  saivant  la  tige  eUe-mémeL 
et  ne  pourront  ayoir  une  résultante  égale  et  contraire  à  P. 

£n6Q  les  expressions  précédentes  feront  connaître  tontes 
les  autres  inconnues  de  la  question. 


THEOREME  SUR  LE  TORE 

de  M.  nUarceau  Çt^vcn). 


I.  Lemme.  I^Soit  tfV+ft"x"— aV=0  Tcquation  d'une 
ellipse ,  axes  rectangulaires ,  M  un  point  de  cette  ellipse  et  T 
le  point  de  rencontre  de  la  tangente  menée  en  M  et  de  Taxe 
des  or,  p  étant  l'angle  que  forme  cette  tangente  avec  Taxe 
des  X  eip  la  distance  du  point  T  au  centre ,  on  a  : 

a»  Pour  l'hyperbole  a'z*—  ft'j:*+a'ft»=:  0 ,  on  a  : 

b  ^  a 

tangp=-— ==,    et   tangp=- 


dans  l'hyperbole  conjuguée.  3""  Pour  la  parabole  2*=  qx*  : 


'=îv/i' 


tangp=f  \  /  fi 


p  est  la  distance  de  T  au  sommet. 

II.  Lemme.  i®  soit  aV4-^'('^—/^r=^'A*  l'équation  d'une 
ellipse  dans  un  plan  vertical }  si  cette  ellipse  tourne  autour 
d'une  verticale  passant  par  l'origine  et  qu'on  prend  pour  axe 
des  z ,  l'équation  de  la  surface  de  révolution  est 
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9*  Pow  l'bjperiioie  : 

loQrnant  autour  de  Taxe  focal  et 

[iV+  a-(x'+r*-.  *•-/.')]•=  4aV(x'+^ , 
hyperbole  conjuguée.  3*"  Pour  la  parabole  : 

TU.  Problème.  Dans  quel  cas  un  plan  diamétral  coape-t*il 
Tune  quelconque  de  ces  trois  surfaces  suivant  des  coniques? 

Solution,  r  JSUipse.  On  peut  supposer  que  le  plan  passe 
par  Taxe  des  y  ;  alors  son  équation  est  s  =  ax ,  la  projec- 
tion de  rinterseclion  sur  le  plan  x^^  a  donc  pour  équation  : 

Passant  aux  coordonnées  polaires,  il  vient  : 

p'(aVcos'9  +  *•)  +  y(p'—  a')  =  2pb*p , 

Pour  que  1c  premier  membre  devienne  un  carré  parfait ,  il 
faut  prendre  a*{p* — a*)=b'  (1)  ;  donc  a=  langp ,  et  le  {dan 
diamétral  est  tangente  à  la  surface.  SidMUiant  cette  valeur 
de  a  et  extrayant  la  racine  carrée ,  il  vient  : 

PP — P'+  <»"=  ±  ^P  sin  r  ; 
et  passant  aux  coordonnées  rec(tt4g|«faDres 

p\:r'+^)=[p*-a*dtajrT, 
y{p'^  a')  +p'x'±  ^arip^—  a')  =  [p*^  ^y.  .     (1  ) 

La  projection  mat  le  plan  jcjr  étant  ntte  elMpae ,  h  ootrbe 
projetée  est  aussi  une  ellipse  \  les  centres  des  deux  ellipses 
sont  sur  Taxe  des  y^  et  à  une  distanee  -f-^  àm  centre  de  la 
surface  ou  de  l'origine  ;  les  deux  axes  de  l'eUipse  en  projec- 
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tion  umip  cl  |//>" — a%  et  cenx  de  Tellipsc  projetée  sont/i 
cl  V^b*+p*—a\  Si  donc  A  est  le*poinl  ou  Taxe  des^  coapc 
la  surface  intériearemenl ,  A'  le  point  où  cet  axe  coupe  ex- 
térieuremenl  ;  désignons  de  même  pour  B  et  B'  les  points 
d'intersection  du  côté  opposé  ;  alors  l'ellipse  projetée  va  de 
A  en  B'  et  une  seconde  ellipse ,  correspondant  à  —  a,  ya  de 
A'  en  B  et  les  deux  ellipses  se  coupent  en  un  point  dont  l'ab- 

sdsse  ée  la  projjection  est et  dont  la  distance  à  l'ori- 

T  Hyperbole,  1«  L'axe  de  rotation  est  perpendiculaire  au 
diamètre  focal.  Il  suffit  de  changer  partout  +**  en  —6'  ;  on 
retoml>e  sur  la  même  équation  (1)  ;  mais  p^-^a*  étant  né- 
(^atlf,  cette  équation  est  celle  d'une  hyperbole;  S^Faxede 
rotation  est  parallèle  au  diamètre  focal.  Le  pTan  diamétral 
tangent  coupe  suirant  une  ligne  du  quatrième  degré  qui 
ne  se  décompose  pas  en  deux  coniques. 

3""  La  parabole.  La  section  est  évidemment  une  parabole , 
puisque  alors  p  devient  infini. 

IV.  Théorème,  Le  cylindre  droit ,  de  même  axe  que  le 
tore  et  ayant  pour  base  le  cercle  directeur,  divise  îa  snrfece 
du  tore  en  deux  parties,  intérienre  et  extérîeui^;  l'une 
diffère  par  excès  et  l'autre  par  défont ,  de  ta  wrCaee  foCale, 
d'une  surface  égale  à  celle  de  la  sphère  qpii  a  ikmh*  dîonnètrc 
eebiî  doi  corde  géBér#eur  ;  de  même  pour  ks  v^Uupes. 

Qémomeir^ym.  G^  bow  Ibéorènse  aussi  de  M.  Villarc«8ii 
est  «ne  oonséquence  diM  théorème  de  Guldin. 

Note.  M.  Yillarceau  a  énoncé  son  théorème  sur  le  tcire 
circulaire  à  la  Soeiélé  philomaliqiie  au  mois  de  juillet 
dernier,  et  depuis  M.  Théod.  01ivi«H*  a  énoncé  k  la  même 
Société  le  théorème  généralisé  (III). 
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THÉORÈME  DE  MASCHERONI 
mr  Voire  d'un  polygone  reetiligne  plan. 


I.  Notation.  Les  angles  intérieurs  consécatifs  du  polygone 
sont  désignés  par  les  lettres  consécatiyes  A,  B,  G,  D...  L, 
M,  N^  et  les  angles  extérieurs  correspondants  par  A',  V, 
C\  D\ . .  L',  M,  N'$  de  sorte  que  pour  un  angle  saillant  A ,  l'on 
a  A'=i; — A,  et  pour  un  angle  rentrant  A'=A^ir,  et  ainsi  des 
autres .  Chaque  côté  est  indiqué  dans  Tordre  naturel  des  lettres 
et  non  à  Tinverse  :  ainsi  AB,  CD...  et  non  BA  ou  DC.  Cette 
observation  est  importante  pour  l'application  de  la  formule. 

II.  Lemme.  A'-]-B4-C+...L'+M-fN'=:2ic;  ainsi  le 
sinus  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  ces  angles 
extérieurs  est  égal  au  sinus  de  la  somme  des  angles  restants, 
ce  sinus  étant  pris  négativement. 

III.  TMtMrême.  Le  double  de  la  surface  d*un  poljgone  rec- 
tiligne  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  de  ses  côtés ,  ex- 
cepté un,  pris  deux  à  deux  par  les  sinus  des  sommes  des 
angles  extérieurs  compris  entre  eux. 

Démonstration.  Soit  S  Taire  : 

!•  TWait^fo.  ABG;2S=rAB.BC.8inB'. 
^  Quadrilatère.  ABGD  (fig.  47).  Menons  la  diagonale  AG; 
prolongeons  les  côtés  AB ,  CD  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontreot 
en  O ,  et  abaissons  les  perpendiculaires  AP  et  BQ  sur  le 
côté  CD,  on  a: 

ABCD  =  ABC  +  ACD; 

2ACD=CD.(AB+BO)sinO  ^  AB.CD8in(B'+C')+CD.lJQ; 

GD.BQsOG.GD.sinC; 


Digitized  by 


Google 


donc 
2S  =  AB.  OC  sin  B'  +  AB.CD  sin  {B'+  G]  +  BC.CD  sin  C. 

IV.  Pentagone.  ABCDE  (Jig.  48).  Menons  la  diagonale  AD^ 
prolongeons  les  côlés  AB  et  DE  jasqa'à  lenr  rencontre  en  0, 
et  abaissons  sur  DE  les  perpendiculaires  AP  et  BQ;  le  pen- 
tagone est  décomposé  en  un  quadrilatère  ABCD  et  en  un 
triangle  ADE.  Le  double  de  Taire  du  quadrilatère  s'exprime 
d'après  la  combinaison  binaire  des  trois  côtés  AB»  BC^  CD, 
et  l'on  a  : 

2ADE  =  DE.OB  sin  O  —  DE.  AB  sin  0  ; 

DE.OB  sin  O  =  DE.BQ  =  2.EBD  =  2.BGDE  —  2BCD  ; 

mais  BCDE  s'exprime  en  combinaison  binaire  des  côtés  BG, 
CD,  DE;  il  faut  donc  en  ôter  BC.CD sinC  pour  avoir 
Taire  EBD ,  et  remarquant  que 

AB.DE  sin  O  =  —  AB.DE  sin  (B'  +  C  +  D') , 

il  vient  donc  finalement  : 

2S=AB.BCsinB+AB.CD8in(B'+C')+AB.DEsin(B'+C+D')+ 
+BC.CDsinC'+BC.DEsin(C'+D')+CD.DEsinD'. 

y.  Généralement.  Soit  le  polygone  ABCDE...  LMN  de  n 
côtés;  on  mène  la  diagonale  AM  ;  le  polygone  est  décomposé 
en  un  polygone  ABCDE. ..LM  de  n  —  1  côtés  et  en  un  trian- 
gle AMN.  Supposons  que  la  loi  ait  lieu  pour  un  polygone 
de  it  —  1  côtés,  on  a  donc  les  combinaisons  binaires  des  côtés 
AB,  BC...  LM ,  et  Taire  du  triangle  AMN  amène  les  combi- 
naisons du  côté  MN,  successivement  avec  AB,  BC...  LM. 

Observation,  Dans  nos  figures,  tous  les  angles  sont  sail- 
lants^ mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  formule  comprend 
également  les  ang1c$  rentrants. 

VI.  Onvoitqu'un  polygone  de  n  côtés  exige     ~".^'" 
multiplications,  mais  on  peut  diminuer  ce  nombre;  soit 
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n^''2m]  on  mène  une  diagonale  qui  portage  le  polygone 
CD  deux  autres,  chacun  de  ift+  1  côtés ^  la  diagt)!tak  oofu- 

m  (tu.     n  A  \ 

prbe  ;  Faire  de  chacun  de  cea  polygone  demande  — r^ —  » 

et  les  deux  ensemble  m(m  — 1;  multiplications,  nombre  qui 
est  moindre  que  (2/n— 1)  (m— 1)5  si  ii=2in-|-l,  on  opère  de 
même. 

yil.  Uisiorique.  En  1787,  L.  Mascheroni ,  parmi  des  ad- 
ditions au  Cours  de  mathématiques  de  Bossut ,  publia  un  mé- 
moire intitulé  :  Méthode  pour  là  mesure  des  polygones  plans. 
C'est  dans  ce  mémoire  que  Mascheroni  énonce  et  démontre 
son  théorème  analytiqueruenl.  Deux  années  après ,  Simon 
Lbuiller  il  paraître  sa  Polygonométrie  C)  \  il  parvient  aà 
même  thé«rème  par  des  considératloos  Irigoflométriques 
(1  —  12).  Enfin  Mascheroni  publia  à  Pavie,  •■  17ta,  urne 
colleclion  de  problème»  pour  les  arpenteurs  ^  avec  différentes 
solutions,  ouyrage  qui  a  été  traduit  de  rit<ilicn  en  1803  et 
sous  ce  titre  par  M.  Careltc,  ancien  colonel  du  génie,  élève 
de  l'ao  m  (-1794),  première  promotion  de  FSeole  polyteeh- 
nique.  L'ouvrage  est  divisé  en  cinq  livres;  le  quatrième  traite 
de  la  polygonométrie ,  et  le  théorème  sur  Taire  des  polygones 
est  énoncé  à  la  page  771 .  Il  .est  surprenant  qu'une  proposi- 
tion d'une  utilité  pratique  si  grande,  si  évidente,  ait  été 
omise  dans  les  éléments,  même  par  Legendre,  et  soit  restée 
presque  ignorée.  Il  en  est  de  même  des  autres  propositions 
de  cet  ouvrage  remarquable;  destinées  aux  arpenteurs, 
toutes  sont  énoncées  sans  démonstration.  La  recherche  de 
ces  démonstrations  est  un  excellent  sujet  d'exercice  pour  les 
professeurs  à  donner  aux  élèves.  Le  livre  cinquième,  consa- 


(*)  Polygonométrie ,  on  de  la  inesure  des  figures  rectilignes»  et  Abrégé  d'iso- 
périmétrie  élémentaire,  ou  de  la  dépendanee  mulnelle  des  grandeori  et  des 
limites  des  figures,  par  S.  L'Huilier,  aux  dépens  de  l'auteur,  à  Génère,  1789, 
iiM.,  iT,  I24,9pl. 
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eréau  soJMbi,  f enferme  râaoneé  de  M«  Fiack  (f^.  p.  842}. 
Void  quelque»  rea6eigMaeDt||puir  raoteur. 

MaicheroDi  (Leoreat),  oé  k  Bergme  ea  17dO,  endireesa 
l'état  eodésiâfttiqae  et  occupa  ane  chaire  de  langue  greeqia 
irUnirerrilé  de  Pa?ie.  Ce  n'eet  qu'à  l'âge  de  Tingt-sept  aoa 
qull  prit  gotkt  pour  les  mathématiqaes  et  commença  k  lea 
cnltiver  ayec  de  rapides  prggr^.  En  11795 1  il  publia  à  Milan 
la  GeotMirio  del  compasêo^  qui  a  donné  tant  de  célébrité  à  son 
nom;  le  premier  exemplaire  a  été  apporté  en  France  par 
Bonaparte,  alors  général  de  l'armée  d'Italie.  On  doit  encore 
à  M.  Carette  une  tradociion  qui  a  para  en  1798.  Masclieroni 
a  fait  aussi  un  travail  estimé  aut  les  voûtes,  et  est  venu  à 
Paris  pour  prendre  part  à  rétablissement  du  système  mé- 
trique; il  est  mort  exténué  de  fatigues  en  1808,  à  l'Age  de 
cloqQante-huit  ans.  L'illustre  géomètre  a  fait  pour  le  compai 
ce  que  Lambert  a  fait  en  1774  pour  la  règle  j  dans  les  addi- 
tions Jointes  à  la  seconde  édition  de  sa  Perspective.  On  a  une 
traduction  d^^la  première  édition ,  mais  les  additions  eoncer- 
oant  la  géométrie  de  la  règle  (p.  161)  n'ont  pas  été  traduites. 
Nous  nous  en  occuperons  dans  les  uénnales. 

VIII.  On  sait  qu'ayant  un  système  de  forces  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par  les  côtés  d'un  polygone  et 
agissant  dans  le  sens  de  ces  côtés  prolongés  dans  le  même 
sens,  la  résultante  est  un  couple  dont  l'intensité  est  le  double 
de  Faire  du  polygone.  Il  serait  commode  de  pouvoir  déduire 
de  cette  considération  de  statique  le  théorème  de  Mascheroni. 

iX.  jtpplieotiùn.  Hexagone  ABGDFF.  ' 

AB=:1284  B'=r3â«  8  =  10590191   [Polygonomé- 

BC  =s  1782  C= 48*  Irte,  de  Lhnilier, 

CD  =  2400  D'=52«  p.  57  et  59  ) 

DE=27Û0  E'=6.r 
£F  ^  9860 


Digitized  by 


Google 


—  852  — 

Au  moyen  de  robsoryaUon.YI)  on  pent  obtenir  l'aire  S 
au  moyen  de  six  produits  »  d^  chacan  se  calcule  par  loga- 
rithmes ;  un  autre  calcul  donne  F  =  88»  31'  37'%8  et 
AP  =  4621,5. 


THËORIE  GÉNÉRALE 

des  pôles ,  polaires ,  plans  polaires  et  polaires  eonjtiguéSj  des 
lignes  ei  surfaces  du  detixiime  ordre  ^ 

WAti  M.  UBHTBiBZOf  m¥B«f 
ProfeiMiir. 


I.  Soit 

A^*+Err+Cr«+D^+Ex-|-K=0  ou  F{x,r)=0    (i) 

l'équation  générale  des  lignes  de  deuxième  ordre. 

On  sait  que ,  lorsqu'on  mène  une  tangente  à  la  courbe  par 
un  point  «,^  de  son  plan ,  les  coordonnées  du  point  de  contact 
sont  déterminées  par  les  deux  équations  s 

La  seconde,  ajoutée  au  double  de  la  première,  s'abaisse aa 
premier  degré  et  devient  : 

pF'y  +  aP«  +  D^  +  Ej:  +  2K«=0,  (2) 

équation  d'une  droite  passant  sur  les  deux  points  de  contact» 
et  que  nous  appellerons  la  corde  de  cofitact. 

Gela  posé ,  supposons  que  le  point  a,  p ,  par  lequel  on  mène 
la  tangente,  se  meuve  sur  une  droite 

^=:iîM:  +  n  (3) 

située  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  la  courbe  » 
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on  aura  entre  a  et  p  la  relation  p=mx-^n;  et  substituant 
cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (2),  il  en  résultera  : 

qui  sera  Téquation  générale  de  toutes  les  cordes  de  contact 
qui  correspondraient  aux  divers  points  de  la  droite  (3). 

Or»  la  forme  seule  de  Téquation  (4}  montre  que  toutes  les 
droites  qu'elle  représente  se  coupent  en  un  même  point  sur 
la  droite  fixe 

car  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  cette  droite 
ayec  Tune  quelconque  de  celles  que  représente  l'équation  (4)» 
en  faisant  yarier  a ,  sont  données  par  les  deux  équations  : 

mFy  +  F'x  —  0  (3) 

nFy+Dj^  +  Ex+2K  =  0,  (6) 

qui  ne  contiennent  pas  la  yariable  «. 

L'équation  (5)  représentant,  comme  Ton  sait,  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  y  =mx ,  qui  est  celle  de  la  droite 
donnée ,  il  en  résulte  ce  théorème,  découvert  par  La  Hire  : 

Si  sur  tous  les  points  cTutie  droite  située  cTune  manière  queU 
conque  dans  le  plan  d'une  ligne  du  deuxième  ordre  on  mène 
des  tangentes  à  la  courbe  :  V  toutes  les  cordes  de  contact  am* 
courronten  un  même  point  ;  2»  céjpointsera  situé  sur  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  de  la  droite. 

Ce  point  a  été  appelé ,  par  M.  Servois,  le  pôle  de  la  droite  ; 
et  l'on  Yoitqu'à  une  droite  quelconque,  donnée  sur  le  plan 
de  la  courbe,  correspondra  toujours  un  pôle  dont  les  équa- 
tions (5)  et  (6)  détermineront  les  coordonnées  en  j  rempla- 
çant m  et  ^  par  les  coefficients  de  la  droite  donnée.    * 

II.  Réciproquement  soient  a,  &  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  plan  de  la  courbe;  en  faisant  x=a^  y=sb 

dans  les  équations  (5)  et  (6),  on  en  déduira  mss-^~, 

F  è 
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Dé  +  Ea  +  SK 
y=i '  „,    —  \  et  substituait  ces  valeurs  dans  (3),  il 

s  b 

en  résultera  une  droite 

Fb^+FaX  +  Ub+Ea  +  2ti  =  0,  (7) 

qui  aura  pour  pôle  le  point  [a.b)}  d'où  résulte  cet  autre 
théorème  réciproque  du  précédent  : 

Si  par  un  point  quelconque  du  plan  (Putie  courbe  de  deuxième 
ordre  on  mène  des  sécantes  à  la  courbe  et  que  sur  les  poink 
d^interseetion  de  chacun»  d'etks  en  Mne  des  tangentes:  V  les 
points  de  concours  des  tangentes ,  qui  correspondent  à  la  nUme 
sécante ,  seront  sur  une  même  droite;  2""  cette  droite  sera  paral- 
lèle au  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

Cette  droite  a  été  appelée,  par  M.  Gergonne,  la  polaire  du 
pofnt,  et  on  yoit  qu'à  un  point  quelconque  du  plan  de  la 
cOùrbe  correspondra  toujours  une  polaire ,  dont  on  obtien- 
dra réquation  en  rcmpHlç«Ét  dans (7) a^  &  pile  les  eodr- 
données  de  ce  point. 

m.  La  polaire  étant  ^=  mx+n  (3) ,  tfôus  ayocfs  tu  que 
le  pôle  était  déterminé  par  les  deux  équations  : 

mFy+F'«=0(5),  iiFy+Hr+Ex  +  2K=0(6), 

àmt  ^Gune  ne  contient  que  Tune  des  oomtanM  m  et  a  de 
la  polaire.  Il  résulte  de  là  : 

!•  Que  (5)  est  le  lieu  géométrique  des  pôlei  de  la  droite  (3) 
lorsque  m  restant  constant  on  fait  varier  n  ;  mtais  alors  la 
polaire  se  mebt  parallèlement  à  elle-même,  et  (5)  est  le  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  ;  donc  : 

Lelieûgéamélriquedes  pôles  d'un  système  de  droites  parallèles 
est  le  diamètre  conjugué  à  leur  direction. 

2«  Que  (6)  est  le  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  droite  (3) 
lorsque  n  restant  constant ,  on  y  fait  yaricr  m  ;  mais  alors  la 
droite  (3)  passe  constamment  par  le  point  fixe  (o ,  n),  et  l'é- 
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qittlion  (7)  montre  qae  Fé^iiaUon  (6)  ost  la  polaire  do  point 

fixe;  (JOQC  : 

Le  lieu  géoméirique  des  pôles  d'un  système  de  droites  qui  se 
coupent  au  mêmepaint^  estla  pfdaire  de  cepaint. 

Et  de  ces  deux  théorèmes  nous  pooYODs  conclore  récipro- 
qaement  les  deoi  sotrants  : 

Si  le  pAle  se  meutjmismni  nm  dimniin^lafQMre  se  mena 

parallèlement  à  son  conjugué. 

Si  le  pôle  se  meut  suis>0Htune  droite  quelconque  du  plan  de 
la  courbe  y  la  polaire  tourne  autour  du  pôle  de  cette  droite. 

ly.  Cherehons  malûtCDant  la  position  relative  du  pôle  et  de 
la  polaire  siuie  plan  de  la  courbe  ;  oonme  elle  est  évidonitnoQt 
indépendante  du  choix  des  axes ,  nous  pouvons  les  supposer 
tels,  que  celui  des  x  soit  le  diamètre  conjugué  de  la  polaire 
etpar  conséquent  passe  par  le  centre  et  le  pôle,  et  que  celui 
des^  soit  une  tangente  parallèle  à  la  polaire  ;  alors  l!équa- 
tien  (1)  de  la  courbe  se  réduira  à  la  forme  : 

L*abscisse  du  centre  sera  donnée  par  Téquation  dérivée  en  x  : 

E 

2Cx  +  E=:0,  d'où  *=-âQÎ 

cette  abscisse  sera  la  longueur  du  demi- diamètre  conjugué 
de  la  pdaice  ;  en  représentant  cette  longueur  par  d^  on  aura  : 

L'équation  (7)  de  la  polaire,  rapportée  aux  nouveaux  aies, 
deviendra  : 

(•2Ca  +  E):r+R2^0,  d*oû  r  ^ --^—î 
^  désigaant  la  distanee  de  la  polaire  i  rorigitte.  Appehv^t  »  la 
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Ea         E 
distance  de  la  polaire  au  centre ,  on  aura  f* =  —  ^jHâ+È  **"  5c  ' 

ou  réduisant  > 

_         F 

La  distance  da  pôle  à  Fori^ne  étant  a,  en  appelant  n' la  dis* 

E 
tance  du  pôle  an  centre,  on  aura  p'^^+og'  ^°  rédoisant  : 

,     2G/X  +  E 
'*  =  -2C-' 

or,  en  faisant  le  prodait  des  deux  distances  p,  ^\  il  Tient 

E*  E  E* 

I*  X  f*'=4cîî  et  comme  ^^—^  donne  aussi  ''"«IqJ»  Uen 

résulte  cette  relation  remarquable  : 

pXf*'=rf'.  (8) 

Ainsi ,  dans  les  courbes  qui  ont  un  centre ,  c'est-k-dirc  dam 
Vellipu  eu  Vhyperbole,  le  pôle  d'une  droite  est  situé  sur  le  dia^ 
mètre  conjugué  de  la  direction  de  cette  droite^  de  manière  que 
le  demi-diamètre  est  moyen  proportionnel  entre  les  distances  du 
centre  au  pôle  et  du  centre  d  la  droite  ^  ces  distances  étant  me- 
surées  sur  le  diamètre. 

Dans  le  cas  de  la  parabole ,  on  a  de  plus  Cs=o  y  et  l'équa- 
tion de  la  polaire  se  réduira  kxss^a;  ainsi  i 

Dans  la  parabole  j  la  partie  du  diamètre  comprise  entre  le 
pôle  et  la  droite  a  son  milieu  tur  la  courbe. 

Celte  propriété  de  la  parabole  et  la  relation  (8)  donnent  un 
procédé  tréi-simple  pour  construire,  soit  la  polaire  lorsque 
Ton  connaît  le  pôle,  soit  le  p6l(^  lorsque  l*on  connaît  !a  polniro, 
dans  chacune  fies  courbes  du  deuxième  éegn). 

Pour  le  cercle,  le  diamètre  serait  perpendiculaire  à  la  po- 
laire, et  la  relation  (8)  aurait  toujours  lien. 

Ce  qpi  précède  conduit  à  ces  conséquences,  qu'il  sulBra  d'é- 
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Doncer  :  La  polaire  étant  extérieure  j  le  pôle  est  intérieur,  et 
réciproquement;  la  polaire  e* éloignant  du  centre,  le  pôle  s'en 
rapproche ,  et  réciproquement  ;  la  polaire  paseant  par  le  centre, 
le  pôle  cet  à  f  infini  j  et  réciproquement  ;  lapolaireétant  tangente^ 
lepôleeetau  point  de  contact^  et  réciproquement;  si  le  pôle  est 
eur  la  courbe,  la  droite  est  tangente  dans  ce  point. 

On  sait  qoe  laTelation  (8)  existe  poar  l'ellipse  et  l'hyper- 
bole entre  le  demi-grand  axe  et  les  dislances  da  centre  an 
foyer  et  à  la  directrice  yoisine  ;  on  sait  que  dans  la  parabole  le 
sommet  est  à  égale  distance  du  foyer  et  de  la  directrice  ;  ainsi  : 

Dans  toutes  les  courbes  du  deuxième  ordre,  la  directrice  a 
pour  pôle  le  foyer;  ce  qai  justifie  la  dénomination  de  polaire 
focale,  que  M.  Poncelet  a  proposé ,  ayec  raison ,  de  donner 
à  la  directrice. 

y.  ReTcnons  à  réqaation  de  la  polaire  : 

FV+F'«x  +  Dft  +  Ea+2K=rO;    (7) 
en  y  remplaçant  Fè  et  F'^  par  leurs  yalcurs,  elle  devient  i 

(2A6+Ba+D)j-H-(Bft+2Cx+E)tf+5r+Ejr+2K=0, 

et  ordonnant  par  rapport  kaeib: 

(2A^+Bx+D)ft+(qK+2Gï+Er)+Dft+Er+2K=0, 

oa  iFy+aF'a,  +  D^  +  Ej:  +  2K  =  0. 

En  comparant  cetle  équation  k  Téquation  (2)  de  la  corde  de 
contact  relative  an  point  a,p ,  on  Yoit  que  : 

La  polaire  d^un  point  est  la  corde  de  contact  qui  correspond 
d  ce  point  ;  donc  le  pôle  d'une  droite  est  Vintersection  commune 
des  polaires  de  tous  les  points ,  et  par  conséquent  si  un  point 
est  situé  sur  une  droite ,  la  polaire  passe  sur  le  pôle  de  cette 
droite,  ce  que  nous  savions  déjà  (3). 

Réciproquement  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  est 
le  pôle  de  la  corde  de  contact;  donc  la  polaire  tTun  point  est  le 
lieu  géométrique  des  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent  sur 
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cepùiiUf  pareonséquenl,  siunedr&UepagMepmrtép&letutie 
autre  drtriU,  ton  pôk9ôtrmêtera$itr  (Me  auin  droite  y  et  ^ 
nous  savions  déjà  (3). 

yj.  L'ideiUiié  de  TéqualkHi  de  la  pohire  d'an  point  avec 
la  corde  de  cofllad  relatiye  à  co  point ,  ayant  Uea  qoefleqiie 
soit  la  positioQ  du  poinl  et  par  eoDsè4|iient  lors  néaK  qae  ta 
corde  de  contact  n'existerait  pas,  nom  devoaa  ea  eonekire 
que  la  polaire  est  un  lien  géométrique  doat  k  conlê  ée  eoë- 
tact  n'est  qu'un  cas  particulier. 

Et  euefiet,  soU  A/-f  Barj^+Cr^+Itr'+Ejr-f  K^«,  (i) 
l'équation  dies  lignes  de  deuxième  ordre  rapportées  à  des 
«tes  quelconques,  appelons  tuJ  les  longueurs  dès  segowals 
compris  sur  Taxe  des  xenirerorigiae  et  la  coèrbe;  çeslml- 
gttours  seront  les  racines  de  réquation  du  dem.iènBemrdl'e, 
que  l'on  obtient  en  laisant  ^  =  ù  dans  (1),  ce  qm  donne  : 

on  aura  donc  : 

De  même  p.^'  désignant  les  longueurs  des  segments  sur  l'a&e 
des  ^9  qui  sont  données  par  Tcquation  du  deuxième  degré 

on  aura  - 

La  droite  qui  détermine  sur  les  axes  deax  des  se^eolea.p', 
a  pour  équation 

de  même  celle  qui  délprmine  les  doux  aolm  segmeol*  «'.p, 
a  pooréqoatioQ 

-4-^-1 
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En  ajoatan^  les  éqaations  des  denx  droites,  H  en  résaltera 
selle  d'une  troisième  droite ,  qui  passera  par  le  point  de  con- 
cours des  deux  premières  ;  donc  les  deux  droites  se  Goopent 
sur  la  troisième  droite  : 

Celle  équation,  en  substituant  pour  a  +  a',  p+p',  m',  pp' 
leurs  valeurs  ci-dessus ,  devient  : 

I^  +  ÏU:  +  aK  =  0, 

et  Féquation  f?)  fait  toir  qu'elle  représente  ia  ipolaire  de 
l'origine  ;  donc  sa  position  est  indépendante  d6  la  direction 
des  axes ,  etfl  on  résulte  cette  conséquence  : 

Si  par  un  point  fixe  pris  arbitrairement  sur  le  plan  d'une 
courbe  de  deuxième  ordre,  on  mène  deux  sécantes  quelconques 
à  la  courbe  et  que  i*on  joigne  par  des  cordesanpaifU  de  section 
de  rune  des  sécantes  avec  un  point  de  section  de  Vautre ,  et  de 
même  les  deux  autres  points  de  section ,  le  lieu  géométrique  des 
intersections  de  ces  cordes ,  lorsque  Von  fera  tourner  ks  sécantes 
autour  du  point  fixe ,  eera  u/ne  droite  qui  aura  le  point  fixe 
pourpôle.  • 

Donc,  si  parmi  ces  sécantes  deux  peuyent  dorenir  tan- 
gentes, les  points  de  contact  seront  sur  la  polaire  et  en  déter- 
mineront la  position ,  ce  qui  explique  l'identité  de  T^quation 
de  la  polaire  avec  celle  de  la  corde  de  contact. 

(Test  de  ce  théorème,  qui  pourrait  servir  de  point  de  flé- 
part  à  cette  tliéorie ,  que  Ton  rendrait  ainsi  indépendante  de 
celle  des  tangentes,  €|ue  dôrire  la  dénomination 4e  pôle  (du 
verbe  grec  qui  signiGe  tourner)^  introduite  on  1811  par 
M.  Servois  dans  la  science. 

Il  en  résulte  un  procédé  facile  pour  construire ,  avec  la 
régie  seulement^  soii  la  polaire  lorsque  le  pôle  est  donné ,  soil 
le  pôle  lonque  la  polaire  est  donnée. 
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En  effet ,  si  par  un  point  on  niône  deax  sécantes  à  la  oonrbe, 
les  cordes  qui  joindront  les  points  d'intersection  réciproques 
deux  à  deux ,  se  couperont  sur  la  polaire  du  poiut  et  en  dé- 
termineront la  position. 

Si  une  droite  étant  donnée,  on  conduit,  comme  nous 
venons  de  l'expliquer,  les  polaires  de  deux  points  de  cette 
drQile,  ces  polaires  passeront  pas  le  pôle  de  la  droite  et  le  dé- 
termineront par  leur  intersection. 

N,  B,  Doux  droites  qui  se  coupent  ou  deux  parallëlet 
n'étant  que  des  cas  particuliers  des  courbes  que  oomproid 
l'équation  générale  (1),  chacun  des  théorèmes  que  nous  afont 
établis  donne  un  théorème  correspondant  de  la  théorie  des 
transversales.  {La  fin  prochainemeni.) 


QUESTIONS  DITÎTÉRÊTS  COMPOSÉS, 

impôt  progressif  sur  les  successions,  d* après  M.  C.  Lamé 
(Compte  rendu  1848, 2*  sem. ,  p.  125). 


I.  Probjème.  Un  travailleur  fait  chaque  année  a  Trancs 
d'économie  «  et  il  place  cette  épargne  annuelle  k  intérêt  de  r 
pour  un;  au  bout  de  combien  n  d'années  aura-t-il  un  capital 
dont  le  revenu  annuel  soit  égal  à  son  épargne  annuelle  ? 

Solution.  Au  bout  de  a  années,  les  épargnes  placées  vau- 
dront : 

r 

or  le  capital  qui  rapporte  a  d'intérêt  annuel  est  -,  donc  r 

r 

-[(l  +  z-r— 1]  =-;  d'où  l'on  tire  «^  '**^ 


r^'    '    '        •■      r'  /(i-l-,^ 
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Oh$ervaiion.  Si  la  somme  a  sutRi  aux  besoins  annuels  du 
trayaillcur,  il  pourra  se  retirer  après  n  années  et  viTre  de  la 
rente  annuelle  de  son  capital. 

IL  Problême,  Mêmes  données  que  le  problème  précédent; 
on  demande  combien  d'années  n'  il  doit  encore  traTailler 
après  les  n  années  pour  que  le  capital  rapporte  une  renie 
double  de  l'épargne  annuelle  ? 

Solution.  Le  capital  acquis  -  yaudra  au  bout  de  n!  années 

-(1  +  r)"*,  et  les  épargnes  annuelles  Taudront  -[(1  +r)*'—  1]  ; 
on  a  donc  : 

log- 

'{i  +  rr+z[^i+rr-i]=-i  d'où  n'=. 


Obtervation»  On  a  n'  <ini  ainsi  il  faut  moins  d'années 


pour  acquérir  le  second  capital  -  que  pour  le  premier,  ce 

r 

qui  est  évident  à  priori.  Si  donc  — -  suffisent  à  la  dépense  an- 
nuelle, le  travailleur  pourra  se  retirer  après  n-f-n'  années. 
III.  Problême.  Mêmes  données;  combien  d*années  doit-il 
encore  travailler  pour  acquérir  un  capital  qui  rapporte  3a? 

Solution.  On  a  ?^1 + rr+  f  [(1 + r)*"—  1]  =  —  -,  d'où  : 


•• 


Al  +  r)- 


a 
Observation.  On  a  n"<;  «'<  »;  le  troisième  capital  -  est 

r 

donc  plus  lot  gagné  que  le  second. 

IV.  Facilitée  éP acquisition.  Moins  il  faut  d'années  pour 

former  un  capital ,  et  plu$  la  fadiiié  est  grande  \  si  donc  nous 
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conTcnoDs  de  représenter  par  1  la  facilité  d*acquérir  le  premier 

a  2a    Za 

capital  -,  les  facilités  d'acquérir  les  capUaux  — ,  — .  etc.» 

r  r       r 

loff9    loffâ   log2      ^ 
açroul  présentées  par  -^ ,  -^ ,  -^ ,  etc. 

Wg   log-  log- 

y.  Swicemxm.  Parmi  tous  lesélresorganisés  delà  création , 
l'hommo  est  le  seul  qui  ait  le  sentiment  de  son  existence  pas- 
sagère. La  quantité  de  travail  nécessaire  pour  subvenir  aux 
bfBçoins  dVue  vi^  courte  jetj^écaju'e  est  a^sez  restreinte  ;  nMb 
ia  sollicitude  pour  les  besoins  de  la  famille,  sollicitude  qui 
s'étend  bien  an  delà  de  l'individu ,  est  le  plus  puissant  stimu- 
lant provjdentiel  pour  un  travail  continu  et  prolongé.  La 
transDoission  garantie  du  prodmit ,  après  la  mort  du  toavail- 
leur,  constitue  le  droit  de  succession  et  la  base  fondamentale 
d«  contrat  social  ('^j  ;  car  la  société  civilisée  n'est  pas  une 
agrégation  d'individus,  une  bande,  mais  une  connexion  de 
familles,  une  nation.  Vunitè  sociale,  c'est  la  famille;  unité, 
qu'un  même  signe  yocal ,  que  jle  m^e  nom  sert  à  désigner  et 
à  dénommer,  et  qui  établit  entre  les  individus  une  solidarité 
morale  ;  détririsez  cette  unité,  les  nations  deviennent  des 
irxifftpi'aux  sans  nom . 

Va .  Un  eupikd  est  la  représentaÉion  légale  4a  solaire  d'un 
travail  quelconque  exécuté  dans  un  temps  passé,  et  aussi  la 
représentation  du  payement  d'un  trayait  quelconque  k  opéter 
dans  un  temps  à  venir.  Une  distribution  trop  uniforme  de 
capitaux  entre  toutes  les  familles  détruirait  toute  émulation, 
rendrait  impossible  l'exécution  des  travaux  pénibles  ou  rebu- 
tants, entraverait  le  progrès  des  beaux-arts,  a^neraît  un 
retour  à  ia  barbarie.  Une  trop  grande  inégalité  dans  cette 
distribution  devient  une  source  de  vices  »  de  misères  et  d'avi- 


O  L'aboIiUon  du  droit  d'héritsge  est  la  propositrap  la  pliu  tnti-«OQi«l»  de 
ceaz  qui  se  nomment  socialiêtes  ptr  antiplirase. 
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Utteme^ls  éè  tOQt  genre.  Les  i&siitQtîops  sociales  doiYeat 
combattre  ces  deux  extrêmes.  En  laissant  une  liberté  com- 
plète à  la  coDcarrence  et  aux  entreprises  de  l'esprit  inj(lo&- 
trid  y  on  évite  le  premier  extrême  ;  alors  les  capitaux  se 
portent  à  Fendroit  de  la  plus  grande  inteUigençe,  de  la  plus 
grande  acUvitô,  de  la  plus  grande  économie  :  ce  qui  doit  être. 
Pour  empêcher  un  excès  d'accumulation ,  il  faut  prosarjue 
les  majorats,  les  substitutions ^  prescrire  le  partage  égal  des 
successions,  et  faire  de  gros  prélèvements  sur  les  gros  capi- 
taux au  bénéGce  de  la  masse  commune ,  du  trésor  public, 
destiné  à  rexécution  des  travaux  d'un  intérêt  national.  Quel 
rapport  établir  entre  le  prélèvement  et  le  capital?  Xusqu'icii 
on  a  toujours  admis  le  rapport  commercial ,  le  rapport  géo- 
métrique ;  mais  Taccroissement  des  grands  capitaux  s'opérant 
plus  facilement  que  celui  des  petits  (§  III),  il  semble  qu'il 
n'est  plus  équitable  d'admettre  dans  les  prélèvements  la 
simple  proportionnalité  commerciale.  Appliquant  ces  consi- 
dérations aux  successions ,  M.  Lamé  est  d'avis  fle  laisser  sub- 
sister le  rapport  géométrique  pour  les  petits  capitaux  et 
d'imposer  les  grands  capitaux  en  raison  directe  de  la  facilité 
ft  les  acquérir,  et  voici  comment  il  procède  :  Soient  A  la  limite 
des  petits  capitaux  et  c  le  prélèvement  pour  cent  ;  ainsi  une 

c\ 
succession  égale  ou  inférieure  à  A  paye  •-— ;  soit  mainle^ant 

100 

tue  succe$sioniA ,  i  étant  un  nombre  entier,  on  partage  cette 

eA. 
^mme  en  *  parts  égales  :  la  première  part  A  paye  — ,  la 

facilité  è  acquérir  cette  part  étant  représentée  par  1  ^  celle 

10g2 
d'acquérir  la  seconde  part  est  représentée  par  --^  ;  ainsi 

log^ 
cette  deuxième  part  paye  jtjj:-^,  »  et  par  le  même  raisonne- 


Digitized  by 


Google 


—  8»  - 

ment,  la  troisième  part  paye—- — y;  donc  tonte  la 

1  Ou  -     4» 


^3 


Bxon  devra  payer  : 

ck  I      los:2     logfS 


<■■ 


100       '  ,     3  '   ,     4 

mais  Fon  a  à  peu  près  : 

,  ,  log2  loff2 

'1 5T"  •• 


log-        log-^ 
=— j =  1  +  0,35(t  —  1)  ;        (a) 

ick. 
donc  le  prélèvement  à  faire  est  -—[1  +0,35(i — 1)]. 

M.  Lamé  prend  A  égal  à  cinquante  mille  francs ^  et  e  égA 
à  1  ;  il  admet  que  Tactivité  de  Thomme  ne  pouvant  guère 
s'exercer  que  pendant  une  vingtaine  d'années ,  il  faut  adopter 
20  ponr  la  limite  de  î,  ce  qui  donne  8  0/0  pour  un  héritage 
d'un  million ,  et  le  même  rapport  est  à  conserver  pour  des 
héritages  |>lus  considérables.  Le  mémoire  se  termine  ainsi  : 
«  Si  Ton  adoptait  cette  échelle  des  droits  d'enregistrement 
pour  les  héritages  en  ligne  directe,  il  faudrait  sans  doute  la 
doubler  pour  les  héritages  collatéraux ,  et  les  quadrupler  si 
les  héritiers  étaient  étrangers  à  la  famille  du  donataire.  » 

VII.  On  ai 

-^=-[sq:î+i(irTl)'+-:(d^)+H- 

OÙ  M  représente  le  module.  Calcolant  Iog2  avec  trou  tcnncs, 
1(^4  cl  log  5  avec  deux  termes ,  et  les  logarithmes  sairaals 
arec  no  terme  de  la  série,  on  troare  : 

log2  =  2M.  0,34645  ;  ^=1,70951  ;  îî!^=  2,40942; 
log-  log- 

,5      2M    ,     6      2M    ,     7      2M     . 
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Sobslitoant  ces  valeurs ,  dans  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (a) ,  il  devient 

|[5,li893  + 0,34645  (9  +  ii +13  +  ....  2Î+I)] 

==0,34645(i+2)-2lî!n?? 

=  t  +  0,34645  {£—  1)  +  0,03935—^^^^^^ 

=  i  +  0,35  [i  - 1)  —0,00355  {*  —  !)  +  0,03935  —  ^£!^ 

=  1  +  0,35  (»  -  i)  +  0,0429  -  (o,00355î+  MH?^ , 

Nous  deyons  à  Tobligeance  de  M.  Koraick  (Philippe)  celte 
première  v^t^catfon  de  la  formule  de  M.  Lamé.  Nous  rappe* 
ions  k  cette  occasion  que  ce  professeur  étranger  est  aulenr 
d*nnc  méthode  pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  et 
des  lignes  trigonométriques  avec  une  extrême  promptitude 
{voir  t.  VI,  p.  475).  H  y  a  plus  d'une  année  que  Fauteur  a  pré- 
senté son  travail  à  l'Académie ,  sans  pouvoir  obtenir  un  bout 
de  rapport.  Lorsqu'on  voit  qu'on  fait  à  celte  docte  assemblée 
dos  rapports  sur  le  moyen  d'abréger  la  soustraction  des  frac- 
tions en  arithmétique ,  et  sur  d'autres  propositions  de  mémo 
importance ,  on  a  lieu  d'être  grandement  surpris  qu'on  oc 
Teuille  pas  dire  un  mot  sur  un  procédé  qui  fait  obtenir  des 
logarithmes  de  nombres  entiers  et  des  lignes  trigonomctriques 
aycc  7  décimales  exactes  en  quelques  minutes.  J'en  ai  fait 
plusieurs  essais  qui  ont  réussi  ;  le  silence  du  rapporteur  dé- 
sv^né  est  d'autant  moins  explicable  qu'il  est  connu  pour  son 
extrême  habileté  dans  les  calculs  numériques  ;  qualité  pré- 


(*)  La  BOttteription  à  la  tradoclion  d'un  ooTrage  par  U .  Koralek ,  annoncée 
(  t.  VI,  p.  475  ),  est  toujours  ouverte  ctiea  M.  Bacticlier,  libraire  à  Paria,  et  etica 
ranleur,s9,  rue  du  Paubourg-Poissonaiére.  Sa  méthode  logariltimfqoe  est  jointe 
à  cet  ouvrage. 
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cieuse  et  des  plus  rares  que  l*illuslrc  géomètre  a  encore  6a 
commun  avec  Euler  le  Grand.  Il  serait  pénible  d'adraettrc 
pour  cette  explication  des  motifs  étrangers  à  la  science. 

Depuis  ({u6  ced  est  écrit ,  un  de  nos  analystes ,  le  plus 
Yersé  dans  la  doctrine  des  suites ,  a  pris  la  série  de  M.  Lamé 
pour  sujet  de  ses  savantes  investigations  {Compks  rendus , 
août  1848 ,  p.  99).  M.  J.  Binet,  cherchant  la  sommation  de 

la  série  dont  le  terme  général  est  ,  et  rejetant 

les  fermes  de  Tordre  -tj  ,  parvient  à  cette  expression  : 
i  +  0,35  (i  —  i)+  0,04315  -  0,00343i,  etc. 


NOTE 

Sur  te  râpp&ri  de  to  eircmfirmce  au  diam/Hte  par  la  mahaie 
d$$  §urfiices  équi$alenie8  (r.  C  I ,  p.  19S  et  t.  V^  p.  42). 

PAR  M.  JVBé  (xvosirs), 

Professeur  aa  lycée  de  Saint-Omer. 


En  nommant  R  et  r  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et 
inscrit  à  un  polygone  régulier  donné  en  surface,  et  R'Xceox 
qtii  correspondent  à  un  polygone  régulier  aussi  équivalent 
au  premier,  mais  dont  le  nombre  des  côlcs  est  double ,  on  a 
(Legendre,  liv.  IV,  th.  XVI)  : 

R'=\/;R,    r'^^r^. 

Si  on  applique  ces  formules  au  calcul  des  roéiBeB  lignes 
relatives  à  des  polygones  réguliers  de  même  surface  dont  les 
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nombres  de  côléi  s'accroissent  louj)urscn  doublant,  après 
n  opérations  on  arrivera  à  deux  rayons  Rn ,  rn  dont  la  diiïé- 
rence  pourra  être  aussi  petite  qn^on  voudra. 

En  effet  R'W=C(R-r);  d'où K-f^^^^^^^(fi-P), 

mais r'>ret  R'>/^,  donc  R'-r'<l(R-^r)  :  si  R'  et  ^ 

Ék  rapportent  à  un  nouveau  polygone  de  même  surface  ayant 
encore  deux  fois  pins  de  côtés,  on  aura  semblablement 

R"-r"<J.(R.-r')etd/br<iorî  R"—r''<L(R-r);  et  enfin 
4"  4 

^ur  le  polj^gotie  qtii  aura  2*  foi^  plus  de  côtés  qae  le  pfe- 

mier,  R» — r*  <  r^  (R — r).  On  pourra  donc  prendre  n  assez 
4 

grand  pour  que  R» — rn  soit  plus  petit  que  toute  quantité 

donnée. 

Rejn'ésentons  par  p  le  rayon  du  cercle  équivalent  à  chacun 
des  polygones  considérés,  alors  Rti>  p  >  r»  ;  donc  la  limite 
de  R«  et  de  rn  est  p. 

Pour  calculer  p  à  moins  de  t^W  suffira  de  trouver  pour 

2                            Rw+r» 
R»  -  rnune  valeur  moindre  que  ---5;,  car  alors  Rn ^ — 

1  R   -4-  r 

sera  inférieur  àj^de  même  que    ^"^  *  -~^n,  et  par 

suite  — ^  **sera  la  valeur  de  p  à  moins  de  r--;;,. 

2  12 

On  auraRn  — rn<  — «,  si  on  pose  ^  (R-r)<  — ^. 

Soit  4  la  valeur  commune  du  Gerde  et  des  polygones ,  et  R,r, 
rriatifs  au  carré  -,  alors  r  =  1 ,  R  =:  V/i  ;  et  en  posant 

--(y/2  —  1)  3.  — ii  on  a,  en  employant  les  log.  ordinaires^ 
4  <^  10 

/»+  L(l/2—  1)7^  (t  +  2w)L2  ;  relation  qui  aura  liou  àfor- 
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«art  en  prenant  m      {i  +2/i)L2  ou  ^^2^ïâ~  2' 

3 
L2  =  0,301 03,  et  2L2  vaut  -  à  peu  près;  donc  en  prenant 

d 

»  ^  -  wi  —  - ,    ^T^**  sera  la  valeur  de  p  à  moins  de  —5, 
>  3  2         2  10 

et  le  dernier  polygone  à  considérer  aura  4x2*  c6(6s. 

Comme  celte  valeur  de  p  est  comprise  entre  1  et  2 ,  p*  sera 
exprimé  avec  m  chiffres  décimaux  exacts,  et  en  divisant  4 
par  cette  quantité  on  obtiendra  ic  avec  m  chiffres  décimaux 
exacts. 

Cette  méthode  sera  un  peu  moins  avantageuse  que  cèDe 
des  isopérimètres  (t.  Y,  p.  42). 


QUESTIONS. 

191 .  Trouver  la  n<^^  dérivée  de  j:*(jc— i)*=0,  et  démon- 
trer que  cette  dérivée  a  n  racines  comprises  entre  0  et  1. 

(Gauss.) 

192.  Trouver  et  discuter  Téquation  de  la  surface  qui  jouit 
de  cette  propriété ,  que  la  somme  des  distances  de  chacun  de 
ses  points  aux  deux  c6(és  d'un  angle  droit  est  constante. 

1 93.  La  question  précédente  pour  les  trois  côtés  d*nn  angle 
trièdre  trirectangle. 

194.  Connaissant  en  grandeur  et  en  direction  les  perpen* 
diculaircs  abaissées  d'un  point  sur  les  côtés  d'un  polygone 
plan,  trouver  Taire  du  polygone  en  fonction  des  données. 

195.  Trois  cercles  étaut  donnés  dans  un  même  fdan  ;  con- 
struisant un  cercle  coupant  rectangulairement  Tun  des  ccrdes 
donnés  et  passant  par  les  intersections  des  deux  autres  ;  les 
trois  nouveaux  cercles  passent  par  les  deux  mêmes  points. 
(Placker.) 
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LETTRE  A  M.  TERQUEM  SUR  LES  ROSETTES. 


^AB,  M.  mmXTQV  (  SX  CHAMP  ), 
Iogé|âear  des  ponu  et  chaotsées. 


Monsieur,  dans  les  observations ,  si  bienveillantes  d'ail- 
lears  poar  moi,  dont  vous  avez  fait  suivre  la  note  et 
M.  Brassine  sur  les  rosettes  (p.  211  ) ,  vous  attribuez  à  Wa^ 
ring  rhonneur  d'en  aVoir  donné  la  théorie.  Je  crois,  pern)^ttez 
moi  de  le  dire ,  que  c'est  aller  beaucoup  trop  loin.  Waring 
a  bien  indiqué ,  dans  le  problème  XV  de  son  ouvrage  inti- 
tulé Curvarum  algebraicarum proprietates  (2^  édition,  1772, 
p.  56) ,  le  moyen  d'obtenir Téquation  qui  a  pour  racines  les 
segments  interceptés  sur  les  rayons  d'une  rosette,  par  une 
courbe  algébrique.  Mais  il  faut  remarquer  d'abord  que  cet 
auteur  ne  fait  qu'indiquer  les  calculs  à  effectuer,  et  ensuite 
n'énonce  aucune  de  ces  propositions  où  Ton  voit  les  segments 
former  des  fonctions  qui  conservent  une  valeur  constante 
pepdant  que  la  rosette  tourne,  la  courbe  étant  fixe.  Or  c'est 
là  ce  qui  constitue,  à  proprement  parler,  la  théorie  des  ro- 
settes dans  ce  qu'elle  a  de  plus  intéressant.  Peut-on  croire, 
s'il  avait  connu  ces  thjtorèmes,  qu'il  les  eût  passés  sous 
silence  ? 

Le  procédé  de  Waring  consiste  à  substituer  dans  réquation 

en  x,  ^  de  la  courbe,  pour  x-  et  pour  y,  les  expressions 

a  a 

^  =  ûCOs^,  r  =  psin— ,  2/n  étant  le  nombre  des  rayons 

et  p  le  segment  ;  il  élimice  Tangle  -   au  moyen  delà  relation 


cos— =  -  V  c<>s«+V^~l-sina-4- -v/cos^c— J/^.siua; 

m        9  V  '   2  V 


m      S 

Aim.  D«  MiTMa.  VII.  3fc 
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el  par  suite  les  ooeffioieots  de  Téquation  obtenue ,  après  <}uV)ii 
a  fait  disparaître  les  quantités  irrationnelles,  sont  des  fonc- 
tions rationnelles»  mais  gtaéralement  fhictianttâirei,  de 
sinaetcosa.  On  aperçoit  sans  peine  que  l'équation  ainsi 
formée ,  p'^  A,p''*+  K?*^^+ ....  ss  0 ,  n'est  pas  identique 
avec  celle  dont  on  a  besoin  pour  établir  la  théorie  des  ro- 
settes. Par  exemple,  pour  m  =  1 ,  la  courbe  étant  du  second 
deg^ré,  soient  p', ,  p ,  les  segments  interceptés  sur  le  premier 
rayon ,  et  p/',  p/'  ceux  du  deuxième  rayon.  On  a 

A. = p:p:+  p/p/'+  p/p;-}-  p;  p."+  e:  ?:'+  p/'  p.". 

Gomment  isoler  la  fonction  -7-,  -]-  -^rii  P^'^  démontrer 

f.p«      P.  P. 

qu'elle  conserye  une  valeur  constante?  Tous  voyeK  qn'on  est 
conduit  à  des  coeflScients  dont  la  çompositioq  ne  permet  pas 
toujours  d'établir  les  théorèmes  les  plus  simples. 

En  faisant,  au  contraire,  j:  =  pcosa,  ^  =  psina,  dans 
l'équation  du  degré  n , 

»..+  »«-,-»-»-»+ ••••+a.+ «.+  «0  —  ^1 
où  Ui  est  une  fonction  homogène  et  entière  iex^y  du  degré 
i ,  on  trouve  : 

tH  étant  homogène  et  du  degré  i  en  sina,  oos«.  Donc  en  posant 
p==-,  l'équation 

qui  a  pour  racines  les  puissances  — - 1  de  p ,  a  pour  coeffi- 
cient de  r*  une  fonction  entière ,  homogène,  du  degré  »\  de 
sinoc ,  cosoe  ;  et  par  suite  toute  fonction  symétrique  du  degré 
i  de  ces  puissances  s'exprime  aussi  par  une  fraction  entière 
du  degré  »,  de  sina,  cosa. 
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9t^  ii  Pou  fait  la  flOHltoe  des  vateiiirs  d'nno  Mie  (bttcllW 
poar  la  Mrie  des  âm  angles , 

dtt  dbtient  utie  quantité  indépendante  de  a,  tontes  les  tbli 
qne  m  est  pltls  grand  que  t.  Cet  énoncé  renferme  tonte  h 
théorie  des  rosettes  circulaires. 

GoMfdétOk»  prAseûtement  datai  Tbspace  nne  surface  quel- 
conque et  uh  gH)u})e  ou  fiateceati  de  rayons  menés  d'un  potdt 
flteailt  soMmeb  d'un  polygone  )-dgtl1ier  ediptiqtte  (inscrit 
flâtts  une  ellipse ,  de  manière  que  ses  côtés  correspondent  â 
des  secteurs  équivalents),  je  dis  que  la  même  prqiriété api^â 
Meu,  pourrit  que  Ton  ait  soin  dé  mult|plier  chaque  puis- 
sance —  1  de  p  par  la  longueur  du  rayoii  correspondant. 
Soit  R  cette  longueur,  prenons  potir  origine  des  coordonnées 
le  point  fixe ,  et  supposons  les  axes  des  x  et  des  y  parallèles 
à  ceux  de  la  courbe.  Les  équations  de  ceUe-ci  peuvent  être 
mises  sous  la  forme  ar=:A4-aoCMs&)/^=D4-^sin6>,  s=G, 
a,  ft,  A,  B^G  étant  des  constantes,  et  u  Une  variable  auxi- 
liaire telle  que  pour  la  série 

on  a  les  sommets  d'un  polygone  régulier  elliptique  de  m  omî- 
tes. Soit  encore  alors 

Féquation  de  la  surface  Ui  étant  comme  ci-dessus  du  degré  i^ 
mais  en  X ,  ^,  z.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 

cette  surface  sont  évidemment  -^  A-[-aoos&>),  ^{B'^bsinoi)j 
^G.  Donc,  en  les  substituant  dans  l'équation  ci-dessus, 
on  a  une  transformée  uù  le  coefficient  de  (  4  )   est  ou 


-(0 
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plus  du  degré  î  en  sm<*>,  cosm;  don^,  etc.  Getle  condii- 
sion ,  bien  plus  générale  qae  la  précédente ,  renferme  ce 
qu'on  pourrait  appeler  la  théorie  des  rosettes  coniques. 

Voici  un  Ihéorènie  assez  curieux  qu'on  en  déduit  :  Soit  un 
poiyêdreféguliereUipsoidal  (c'est-à-dire  qui  deyicnt  régu- 
lier quand  lellipsoilde  devient  une  sphère)  ;  si  l'on  suppose 
des  droites  menées  du  centre  de  rellipscUde  aux  sommets  de  ce 
polyèdre,  ei  prolongées  jusqu'à  une  surfaee  quelconque,  les 
sommes  des  valeurs  isiverses  de%segmeniSj  de  leurs  carrés  et  de 
leurs  produits  deux  à  deux  dans  chaque  direction  sont  conn^ 
stantes  pour  les  polyèdres  de  ^mè  espèce  circonscrits  au  même 
ellipsoïde. 

Pom  le  dodécaèdre  et  Picosaèdre  on  peut  s'élever  jusqu^à  la 
quatrième  puissance. 

Il  est  bien  évident  qu'on  obtiendrait  des  résultats  analo- 
gues en  faisant  passer  les  «ayons  du  faisceau  par  les  points 
que  déterminent  les  équations 

a:  =  y(sinù),  cos»),  ^  =  +  (8inci),cosw),  5;=»='Z^(8in»,cost*); 
f  >  ^,  <2^ étant  lés  signes  de  trois  fonctions  entières ^  lors- 
qu'on donne  à  l'argument  les  valeurs 

co,      -  +  — ,      »)  +  2.— ....«+   m  — 1)—., 

m  m  •  m 

m  étant  pins  grand  que  le  degré  de  la  fonction  que  Ton  con- 
sidère. Toute  la  difficulté  est  de  définir  géométriquement  ces 
nouveaux  systèmes  ;  j'en  donnerai  quelques  exemples  dans 
une  prochaine  lettre. 
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THEORIE  GENERALE  DES  POLBS,  POLAIRES,  eta 

(  y.  p.  825,  fin.  ) 


PAR  M.  XMVTBÉMXO 

Professear. 


§11. 

1.  Soit 

Ou  plus  simplement  F{x,y,z)  =0  (1) ,  Téquation  générale 
des  sarbces  du  2*  ordre. 

On  sait  que  lorsqu'on  mène  à  la  surface  un  plan  tangent 
par  un  point  quelconque  a.  p.  ^  de  l'espace ,  les  coordemiées 
du  point  de  contact  satisfont  aux  deux  équations 

.F(:c.^.z)=0;FV«-^)+FV(P-r)+F'»(Y-^)  =  0 

lia  seconde  ajoutée  au  dooUe  de  la  première  s'abaisse  au 
premier  degré  et  devient 

«F'a;  +  l3Fy  +  ïF2+Ci:+Cy  +  C'z+2E=0         (2) 

éqaation  d'an  plan  ;  donc  tous  les  points  de  contact  sont 
dans  ce  plan.  Ainsi ,  une  surface  conique  circonscrite  d  une 
mrfaçe  du  deuxième  ordwe  touche  cette  surface  suivant  une 
courbe  plane. 

Nous  désignerons  le  plan  de  cette  courbe  sous  le  nom  (jle 
plan  de  contact.  Q||la  posé,  si  le  sommet  a.  p.  y  de  la  surface 
conique  circonscrite  ae  meut  sur  un  plan  quelconque 

z=px+qjr+r{:i^ 
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on  aura  entre  a.  p.  y  la  relation  ^  =P^  +  ??  +  ''  ®1  P*' 
^uitc  réqaatioQ  (2)  deviendra 

et  sera  Téquation  générale  de  tous  les  plans  de  contact  qv 
correspondent  aux  divers  points  du  plan  (3). 

Or,  la  forme  seale  de  l'équation  (4)  ihôiltro  qac  tous  les 
plans  qu'elle  représente  en  y  faisant  varier  a,  P  coupent  la 
droite  6xe 

en  un  même  point  donne  par  rîntersection  des  trois  plans 

F«+/7F',=0(5)i    FV+?r,=.0  (fi) 

rFz  +Cx  +  Gy  +  G'z  +  2E  =  0  (7) 

dont  les  équations  ne  contiennent  pas  les  variables  a.  ^  ;  dpqc 

tous  les  plans  de  contact  se  coupent  en  uq  même  point 

situé  sur  la  droite  (5),  (6).  Cette  droite  est  évidemment  an 

diamètre  de  la  surface,  ciar  les  équation:^  sont  satisfaites  par 

F'aj  =  0,  Fy=0,  F'x  =  0  qui  déterminen  lies  coordonnées 

dû  centre.  La  position  de  ee  diamètre  est  aussi  indiquée  par 

^  forme  des  équations  (5),  (6). 

En  effet  l'équation  d'un  pian  taogeat  ^  la  surface  et 

parallèle  au  plan  (3)  est  z— 9'=/?(x  — x*) +  y(y— 7*) 

.v'.y.  z^  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact, 

FV 
et  Ton  doit  avoir  /?  =  —  p7-  ou  FV  +/>FV  =  0  et  y  = 

—  t;7^  ou  FV  +  ?F V = 0 ,  équitfcMis  qui  sent  aatidlil tes  M 

le  point  de  contact  x'.y.  z'  eat  une  des  extrémj|és  du  dia- 
mètre (5),  (6).  Donc  ce  diamètre  est  celui  qui  passe  par  le 
point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  la  surface  parallèlement 
au  plan  donné.  Nous  pouvons  par  conséquent  en  conclure 
ce  théorème  i 
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Si  Ptm  eitrcmiâerii  à  une  tarfam  du  deuxième  0rén  mit 
mite  de  surfaces  coniques  dont  (fis  sommets  somt  situés  sur 
un  mêm  phn  :  V  toutes  les  courbes  d»  eontstcê  seront  des  courbes 
pkmes;  ià"*  kwm  phms  se  couperomt  en  un  mime  points  S^"  ce 
poimt  sera  situé  sur  le  diamètre  de  la  surface  qui  passe  par 
le  point  de^contact  d'un  plan  tangent  à  la  surface  et  parallèle 
m  plan  donné, 

L^*poîBt  Ae  coDcenin  de  touA  les  plaos  de  contact  qoi 
corr<ispondent  aux  direrf  points  étvm  pjan ,  a  été  appelé  par 
M.  Gergoane  le^pd^  du  plao ,  et  ¥m  Toit  epk'k  on  plan  qq^l- 
acMique  correspond  toujours  un  pôle  dont  les  équations  (5)  « 
(6),  (7)  déteriBÎnenl  les  coordonnées  en  y  rempla^nt/»,  9»  r, 
par  les  ewstadtes  de  on  plan: 

d(  RéMproquemcnl,  soient  a^b^c  les  coordonnées  d'un 
ppint  de  l'espace ,  en  fais^jit  j:  =  a,  y^b^  zz=c  dans  les 

F'a  F'4 

équations  (5),  (6),  (7),  dles  donneront  i? =—  ^^  ;  y=:—  gp, 

r=:— ^^ ! ,  en  substituant  dans  (3)  réqua- 

tffisk  réapltante 

Fox  +  F  V  +  F'c»+  Ca  +  Cb  +  Ce  +  2E  =  0        (8) 

sera  celle  d'un  plan  ayant  pour  pôle  le  point  a^b^c-^  d'oj| 
résulte  ce  nouveau  théorème  : 

Si  par  un  point  quelconque ,  on  conduit  une  suite  de  plans 
qui  coupent  une  surface  du  deuxième  ordre  et  que  l'on  considère 
les  courbes  d'intersection  comme  les  lignes  de  contact  d'une 
wi^e  dli  surfaces  coniques,  circonscrites  à  la  surface  du 
deuxième  ordre ,  les  sommets  de  toutes  ces  surfaces  seront  dan^ 
un  même  plan,  et  ce  plan  sera  parallèle  à  celui  qui  touche  Iq 
surface  à  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  le  point. 

Ce  pian  est  dit  le  plan  polaire  du  point.  Ainsi ,  à  un  point 
quelconque  de  l'espace  correspond  toujours  un  plaa  pol|Mr< 
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dent  on  trouve  réqoation  en  remplaçant  dans  (8)  a^b^cfut 
les  coordonnées  de  ee  point. 

*  3.  Le  plan  polaire  étant  ^^=P^  +  çy+''i'^)i  nous  avons 
vu  que  son  pôle  est  déterminé  par  les  trois  équations  : 

F'x+pPx  =  0  (5)  ;      Fy  +  qYt  =  0  (6) 

rF'.+Cr-f  C>-  +  C"z+2E=:0.  (7) 

Gomme  chacune  d'elles  ne  contient  que  l'une  des  constantes 
p^q^ràvL  plan,  il  en  résulte  que  séparément  ou  deux  i 
doux  ces  équations  expriment  un  li^  géométrique  des  pMes, 
qui  dans  le  premier  cas  est  un  plan  et  dans  le  deuxième  cas 
nne  droite. 

r  étant  seule  comtantej  le  lieu  géométrique  des  pMes  sera 
le  plau  (7)  i  or  dans  cette  hypothèse  le  plan  (3)  passe  con- 
stamment par  le  point  fixe  j:==0|,;^=0,z=r  et  Téquation  (8} 
montre  que  l'équation  (7)  est  celle  du  plan  polaire  de  ce 
point  fixe;  donc 

Le  lieu  géométrique  deê  pôles  d^un  système  4e  plans  qui  se 
coupent  au  m^e  point  est  le  plan  polaire  de  te  point. 

T  étant  seule  variable,  le  lieu  géométrique  des  pôles  est  h 
droite  (5) ,  (B).  Or,  dans  cette  hypothèse  le  plan  (3)  se  WÊmi 
parallèlement  à  lui-même,  et  nous  avons  tu  que  la  droite 
(5],  (6)  est  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  d'nn 
plan  tangent  parallèle  au  plan  donné  $  donc 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d^un  système  de  plans  parât- 
Ules  est  le  diamètre  passant  sur  lé  point  de  contaet  du  plan 
tangent  ptffmllèle. 

p  étant  seule  constante^  le  lieu  géométrique  des  pôles  sera 
le  plan  (5)  ;  or,  dans  cette  hypothèse,  le  plan  (3)  est  p«-aUèle 
à  la  droite  fixe^=:0  ^  z=px^  et  le  plan  diamétral  conjugué 

de  celle  droite^^st  -^F'-r  +  Fg  =Ot)u  Far|-joF,=:  0,  qui  esl 

l'équation  (5)  ;  dons 
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Lt  lieu  géométrique  des  pôles  Hun  système  de  plans  parallèleê 
d  une  droite ,  est  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction. 

p  étant  seule  variabls,  le  liea  géométrique  des  pôles  sera 
k  droite  (6),  (7).  Or,  dans  cette  bjpothése,  le  plan  (3)  passe 
constamment  par  la  droite  x  =  0,  j?={^^  +  ''  ^  (6)  est  le 
plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  :  donc  la  droite  (6), 
(7)  est  située  dans  ce  plan  diamétral  et  il  reste  à  déterminer 
sa  position  dans  ce  plan. 

Comme  elle  est  indépendante  do  choix  des  axes ,  nous 
pouvons  supposer  que  celni  de  ^  est  parallde  à  la  droite 
x=:0;  z  =  q^-\-  r,  ce  qui  donne  g  sasO,  et  prendre  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  pour  celui  des  Jtz,  ce  qui 
réduit  l'équation  de  là  surface  à  la  forme 

Aa^+  Ay+  A  V+  Vxz  +Cx  +  C"z  +  £  =  0; 
tlors  la  droite,  lieu  géométrique  des  pôles ,  aura  ponr 
équations 

La  trace  de  la  surface  sur  le  plan  des  xz  est  une  conique 
ayant  pour  équatfons 

^=0;    Aa:'+AV+B'xz  +  Gr  +  C"a  +  E  =  0. 
La  trace  de  la  droite  donnée  sur  le  même  plan  est  j:  =  0  ; 
^=0;  z=sr^  or  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe 
qni  précède  a  ponr  équations 

qui  sont  précisément  celles  de  la  droite,  lieu  géométrique 
des  pôles  ;  donc ,  le  lieu  géométrique  des  pôles  d^un  système  de 
plans  qui  H  coupent  suivant  la  même  droite ,  est  la  polaire  du 
poitei  où  la  droite  rencontre  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
étrecHm ,  la  polaire  étant  prisé  par  rapport  à  la  conique  que  ^ 
le  plan  diamétral  détermine  sur  la  surface.  Nous  verrons 
dans  le  §  suivant  que  cette  polaire  est1a  droite  suivant  la- 
quelle se  couperaient  tous  les  l^Iaas  de  contiict,  si  le  polui 
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a,  ^^  ^  se  délaçait  suivant  la  droite  qi^î  est  Vinteraection 
commune  des  plans,  et  nous  pourrons  alors  énoncer  ploa 
simplement  le  théorème  qui  précède. 

La  considération  dç  la  constante  q  condnirait  évideiwiei^ 
^xiX  paéaies  conclusions  que  celle  de  la  coqstante/?,  et  cbacui^ 
des  tl)^rèmes  qui  précèdent  aurait  la  réciproque  do«|  il  ^ 
facile  de  Urouver  renoncé. 

4.  Cherchons  maintenant  la  position  relative  du  pOto  et  du 
plan  polaire.  Comme  e)Ie  est  indépendante  du  choix  .des 
axes ,  nous  pouvons  les  supposer  tels  que  celui  de  z  soit  le 
diamètre  passant  par  le  pôle ,  et  que  le  plan  de  jcy  soU  tao- 
l^eut  à  la  surface  parallèlement  au  plap  polaire.  L'équaiiA)^ 
de  la  surface  se  réduira  à  la  forme  ^ 

A  Jr'+  A>'-^A' V+  C"*  =  0  ; 

Tordonnée  verticale  du  centre  sera  donnée  par  Téquaiiot^ 
dérivée  en  z  ». 

Cctle  ordonnée  sera  la  longueur  du  demi-diamdtra  qoî 
passe  par  le  pôle  ;  en  la  représentant  par  d  on  aura  donc 

SA"' 
L'équation  (8)  do  plan  polaire  deviendra 

(2A"c+C>+C"c=0;    d'où 2= --^^i^^,, 

Z  désignant  la  distance  du  plan  polaire  à  l'orrginè.  £n 
appelaiil/7  la  distance  du  plan  polaire  au  centre,  on  au^a 

doiib 

.  ^  =  "'i7v'V+ë^-^5F-^*^**^'*"'^=^  2A''(2A"è+frf 
La  distance  du  pôle  à  Torigine  étant  c,  en  fppcj^nt/^'  la 
distanca.du  pôle  au  ccnlre,  on  aura 
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Et  enfin,  faisant  le  produit  des  deux  distances  p^  p\  m 
arrivera  à  la  ration  remarquable 

ÇXf'=d^\  (9) 

ddtie, 

Daf^  tés  gurfaceê  9è  deuôcièfne  érdte  qui  oni  un  centre^  k 
pôle  i'uh  plan  est  sit^é  de  ^nanière  que  ti  Von  mène  le  àîamèire 
qtii  poBÈé  par  te  pôle^  le  demi-diàkièire  est  moyen  proportîàhnél 
entre  tes  distances  du  pôle  et  du  plan  au  centre,  les  disCàncèi 
éiani  mesurées  sur  le  diamètre. 

911a  surface  n'a  pas  de  centre,  oh  A  de  pins  k^=0  et  l'é- 
quâtton  du  plan  polaire  se  réduit  à  z= — c,  d'oii  résulte  celte 
jphyrifité  du  j|)araboloTdé ,  analogue  à  ceMe  de  Id  pavabcié  : 

Dans  tant  paràboloïde,  la  partie  du  diamètre  tompiriie 
entre  ufi  plan  et  sofi  pôle  a  son  milieu  sur  Ai  surface. 

Cette  propriété  et  la  relation  (9)  donnent  un  procédé  trèâ- 
simpte  pour  construire,  soit  le  plan  polaire  lorsque  l^on 
connaît  le  pôle,  soit  le  pôle  lorsque  Ton  eotinatt  lé  plah 
polaire  pour  bhacune  des  cinq  sùrfetces  du  deuxième  ordre. 

Dans  le  cas  de  la  sphère,  le  diamètre  est  perpendiculaire 
au  t^lan  polaire ,  et  la  relation  (9)  a  toiyonrs  lieu. 

De  ce  qgi  précède  résultent  tés  conséquence^,  qu'il  suffira 
d'énoncer  ; 

X»  plan  plaire  étani  extérigfr  4  la  surface^  le  fûh  est 
intéirieur  et  réciproquement. 

JU  plan  s'ék^namt  du  tentre^  le  péh  s^en  nippr^cke  9t 
réeipÊnotuemenik   • 

Le  plan  passant  pat  le  centre,  le  pôle  est  d  Vinfini  et  réeir 
pro^uemenL 

Le  plan  étant  tangent,  le  pèle  eH  au  point  de  contact ,  et 
réciproq^emei^t  $i  le  pôk  est  sur  ia  si/^fae^^  te  plan  est  tan^ 
gmU  en  ce  point 
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5.  L'équation  (6)  da  plan  polaire  en  y  remplaçant  F'a, 
F»,Fc'  par  leurs  yaleuis  et  ordonnant  par  rapport  km,  b^c 
devient 

ar^+bFy+cF'^+Cjc+Cy^C\+iE=0 

en  comparant  cette  équation  avec  (2)  on  vAi  que  le  plan 
polaire  d'un  point  eU  le  plan  de  la  eùuirhe  de  cmUact  qui 
earretpond  â  ce  point  ^  donc^  le  pôle  ff un  plan  e$i  PinieT" 
eeeUon  commune  des  plans  polaires  de  tous  les  points  de  ce 
plan.  Par  conséquent,  si  un  point  est  dans  un  plan,  son 
plan  polaire  passera  par  le  pôle  de  ce  plan. 

Réciproquement  le  plan  polaire  dun  point  est  le  lieu  géo- 
métrique  des  pôles  de  tous  les  plans  qui  passent  par  ce  point; 
donc  9  si  un  point  passe  par  le  pôle  dun  autre  plan ,  son  pôle 
sç  trouvera  sur  cet  autre  plan  (3). 

6.  L'identité  de  Féquation  du  plan  polaire  d'un  point  avee 
cdle  du  plan  de  contact  qui  correspond  à  ce  point  nous  in- 
dique que  le  plan  polaire  est  un  lieu  géométrique  doftt  le 
plan  de'contact  n'est  qu'un  cas  particulier. 

En  effet,  soit  Ajr*+Ay+AV+Bx2r+B':r2  4-B":rjr+ 
Cx+Cy +C"z+E=0,  TéquatiQU  générale  des  surfaces  du 
deuxième  ordre.  Désignons  par  a,  pc'  les  segments  compris 
sur  l'axe  ^es  x  entre  l'origine  et  la  surface.  Ces  s^ments 
sont  donnés  par  l'équation  du  denxiâne  degré 

A^+Cx+E  =  0,    d*où    «+ar=^^î  «*=Tî 

A,  A 

de  méO)e  p,  p'  désignant  les  s^ments  compris  sur  l'axe  des 
^,  ces  segments  seront  donnés  par  l'équation  du  deuxième 
degré 

Ay+c>+E«o,    d'où    p+p'=.-^:  P?'^|r. 

Enfin,  7,  y  désignant  les  segments  sur  Faxe'deR  jar,  ces 
segments  sont  donnés  par  l'équalion 
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AV  +  Cz  +  E^O,      d'où     y+j'  =  -^^yy'  =  jr,- 

Piraions  an  segment  sar  chacun  des  axes,  par  exemple  « 
sur  l'axe  des  j?,  jl-snr  c^ui  des  r,  et  7  sar  celai  des  z.  Le 
plan  que  détermia»nt  ce»  trois  segments  a  pour  équation 

«     P      y 
Le  plan  qai  détermine  les  trois  antres  segments  «',  f!,  y 
aurait  de  même  poar  éq«alion 

Ces  deux  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  avec  un 
troisième  plan  qui  a  pour  équation  la  somme  de  leurs  équa- 
tions,  c'est-à-dire  : 

Or,  en  sulistituant  en  place  de  a  +  « ,  p+  p',  7  +7',  ««', 
?P\  r/f  leurs  yaleurs  de  ci«dessus ,  l'équation  de  ce  troi- 
sième plan  devient 

C:r+C>  +  C"z  +  2E  =  0, 

et  réquation  (8)  fait  voir  que  ce  deuxième  plan  est  le  plan 
polaire  de  l'origine;  donc  la  position  est  indépendante  de  la 
direction  des  axes,  et  il  en  résulte  ce  théorème  : 

Si  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  sécantes  rencontrant 
une  surface  du  deuxième  ordre  chacune  en  deux  points  j  et  si 
Fon prend  un  point  d'intersection  sur  chaque  sécante^  le  plan 
déterminé  par  ces  trois  points  sera  coupé  par  celui  des  autres 
points  restants ,  suivant  une  droite  qui  sera  toujours  située 
dans  un  même  plan  lorsque  l'on  fera  tourner  les  sécantes  au- 
tour du  point  fixe,  et  ce  plan  sera  le  plan  polaire  du  point 
fixe. 
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Donc,  si  parmi  les  séçautesi  trois  peuT^nt  ^enir 
genteë,  les  points  de  contact  seront  sar  le  plan  polaire  et  eu 
détermineront  la  position ,  ce  ^ni  expUipia  ridentlté  de  f  é- 
quation  de  ce  plan  «vec  celle  du  |dan  de  contact. 

On  pourrait  eondure  de  ce  théorème  nn  noarean  pvoeédé 
pour  construire ,  soit  le  plan  polaire  d'nn  point  donné ,  soit 
le  pôle  d'un  plan  donné. 

S  m* 

1.  Reprenons  Fécfualion. 

aF« + pFy  +  yF'*  +  Cjr  +C>-  -f  C'z  +  2E = 0  (2) 

4e  la  courbe  de  contact  qui  correspond  à  un  point  ^eloon- 
que  «,  %  Y  de  l'espace,  et  examinons  le  cas  où  le  point  u,  p,  ^ 
est  sur  une  droite  quelconque 

x:=mZ'{-g     (10)        ^=wa:  +  ^-  (ii) 

On  aura  alors  entre  «,  p,  t  les  deux  relations 

el  substituant  ces  valeurs  de  a,  p  dans  (2),  Véquation  résultante 

[niF'x  +nF'y  +F^  )ngFm+hFx  +qar+C>+C%  +2E=0  (12) 

sera  Féquation  générale  de  tous  les  plans  de  contact  qui  cor- 
respondraient aux  divers  points  de  la  droite  (10) ,  (11). 

Or  la  forme  de  l'équation  (12)  fait  voir  que  tous  les  plans 
qu'elle  représente  se  coupent  suivant  une  même  droite .  car 
rintersection  de  deux  quelconques  de  ccà  plans  Serah  celle 
des  deux  plans 

wFar  +  /lFy-HF'«=r=0  («) 

g-F*  -^hPy  +C:r+  C^^G'z  4*aB±±0  (14) 

dont  les  équations  sont  indépendantes  de  la  variable  f  • 
On  sait  que  le  plan  conjugué  de  la  direction 
x  =  mz'f    y=nz 
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iflit  est  celte  de  la  droite  itotmée  (10),  (1 1),  ett 

équation  da  plan  (ISO,  donc  It  droite  (13),  (14)  est  dans  ce 
plan,  et  il  en  résulte  cq  théorème. 

Si  Fan  circonscrit  à  une  sur  face  duimœiêm^  ordre  une  mite 
de  surfaces  cêniques  dont  les  sommets  soient  situés  sur  une 
même  droite ,  les  plans  de  toutes  les  courbes  ie  contact  se  cou-- 
peront  suivant  une  autre  droite  qui  sera  sittÂée  dans  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  de  la  première. 

La  droite  (13),  (U)  a  été  appelée  par  H^Gergonne  la  polaire 
de  la  droite  (10),  (11).  A  une  droite  de  l'espace  correspond 
toujours  une  polaire  doot  on  trouverait  les  équations  eo  sub- 
stituant dans  (13),  (14),  eu  place  de  m,  n^gjh,  les  coostantes 
de  cette  droite. 

2.  Réciproquement^  supposons  que  le  point  a^^^yse  meuve 
sur  la  droite  (13),  (14),  ce  qui  donnera  entre  a,  ^y^les  relations 

TOFa+iiP>+Fy  =:  0  gF«  +AFp+C«+Cp+C"y +2B=sa. 

L'équation  générale  des  plans  des  diverses  courbes  de  con- 
tact qui  correspondraient  aux  divers  points  de  la  droite  (13), 
(14)  j  sera  l'équation  (2)  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

F^j:  +  F^+F^zH-Cx  +  C'P  +  C"y  +  2E=0         (2) 

en  y  supposant  «,  p,  ^  liées  entre  elles  par  les  deux  relations 
qui  précédent.  Or  ces  relations  sont  précisément. celles  qoi 
expriment  que  le  plan  (2)  contient  la  droite 

a:=»ia+^(10)  x=nz+k  (11) 

donc,  de  même  que  tous  les  plans  de  contact  qui  corres- 
pondent aux  divers  points  de  la  droite  (10),  (11)  se  coupent 
suivant  la  droite  (13)^(14),  réciproquement  tous  les  plans  de 
contact  qui  correspondent  aux  divers  points  de  la  droite(1 3), 
(14)  se  coupent  suivant  là  droite  (10),  (11),  ce  qui  justifie  la 
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déuomiDatioD  te  polairei  cmfjuguées  ûaunée  psr  M.  Ger- 
gonne  à  ces  deux  droites. 

3,  La  polaire  ooiyaguée  de  la*  droite 

x=mZ'\'g{iCl)    yr=znz'\-h  (11) 

a  poar  équation 
mFa;+;|Fy+Fa  =  0  (13)  ;   gV^+hF^y-^Gx  +  C'r  +  (?z 

+2E=^0(U); 
l'équation  (13),  ne  contCDant  que  les  coefiBcients  angulaires 
m,  n  de  là  droite  (10)  (11),  est  le  lieu  géométrique  des  posi- 
tions de  cette  droite  lorsque  m  e\.n  restant  constants  on  7 
fait  varier  ^ et  A;  mais  alors  la  drojte  (10),  (11)  se  meut  pa- 
rallèlement à  elle-même,  et  (13)  est  le  plan 'diamétral  con- 
jugué de  la  direction  constante  ;  donc 

Ias  polaires  d'un  système  de  dr<lUes  parallèks  soêU  U>uUs 
situées  dans  le  plan  diamétraHonjugué  de  leur  directumeom- 
mune^  et  nous  pouvons  en  conclure  que  réciproquement  : 

Les  polaires  de  toutes  les  droites  situées  dans  un  plan  dûi- 
métral  sont  parallèles  à  la  direction  dont  ce  plan  serïiit  le  con- 
jugué. 

L'équation  (14)  ne  contient  que  lesconstantes  j"  et^  de  la 
droite  (10)(11),  donc  elle  est  le  lieu  de  position  de  cettedroite 
lorsque  ^  et  ^  restant  constants,  on  y  fait  varier  m  et  n. 
Mais  alors  la  droite  (10),  (11)  passe  par  le  point  fixe 
X  =f ,  y  =  Az  ;  =0,  et  Téquation  (14)  est  le  plan  polaire  de 
ce  point;  ainsi 

Les  polaires  d'un  système  de  droites  qui  se  coupent  en  un 
même  point  sont  toutes  sittiées  dans  le  plan  polaire  de  ce  point, 
réciproquement,  et  les  polaires  d'un  système  de  droites  qui  sont 
situées  dans  un  même  plan  passent  toutes  par  le  pôle  de  ce  plan. 

4.  Cherchons  la  position  de  la  polaire  conjuguée  (13),  (14) 
dans  le  plan  diamétral  (13).  Gonune  cette  position  est  indé- 
pendante du  choix  des  axes^  nous  pouvons  les  supposer  teb 
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que  celui  des  z  soit  paraUèle  à  la  droite  donnée  (10),  (li),  ce 
qui  exige  qoeTon  ait  msO,  n  =  0,  et  prendre  pour  plan 
des  :r^,  ce  plan  diamétral  conjugué  de  sa  direction,  ce  qoi 
réduit  Féqaation  de  la  sorface  à  la  forme 

Ax-'-l-Ay +AV  +  B"xr+Ca:  +  C>+C"z+E=  0. 

Les  équations  de  la  polaire  conjuguée  (13)  (14)  sont  dans 
ces  hypothèses 

2=0    yPx+AF>^+Cx+C>+zE=0. 

La  trace  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy  est  une  conique 

z  =  0,      Aa:^  +  Ay=  +  B'V  +  C+a:Cy  +  E=0. 

La  trace  de  la  droite  donnée  sur  le  même  plan  est  un  point 

^=g^  y  =  h,   a==0 

Or  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  est  % 

z  =  0,    ^Fa:+AFy+Ca:  +  Cy+sE=0. 

Donc  elle  coïncide  avec  la  polaire  conjuguée  de  la  droite. 

Ainsi  :  La  polaire  conjuguée  d'une  droite  de  Veapace  esi  la 
polaire  du  point  où  la  droite  rencontre  le  plan  diamétral  con- 
jugué à  sa  direction^  la  polaire  étant  prise  par  rapport  à  la 
section  que  le  plan  diamétral  détermine  sur  la  surface. 

Ou  voit  par  là  que  la  polaire  d'une  droite  de  l'espace  se 
ramène  à  la  polaire  d'un  point  d'un  plan  par  rapport  è  une 
conique  située  dans  ce  plan. 


THEOREME  DE  NIiWTON  SUR  LES  ASYiMPTOTES. 

PAR  M.  liBBBSOra. 

J'ajouterai  d'abord  un  mol  à  €e  que  M.  Terquem  a  dit 
dans  les  Auuy.  ann.,  t.  lY,  p.  14,  sur  les  diamètres  des 
courbes  algébriques. 
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Soît  Qrfj^*-'+Q.+ir""^'+...  Qn  =  0,  Téqnalion  d'une 
courbe  algébriqae  de  degré  n;  Qi,  Qt^ ...  Q^  9ont  des  (wo- 
tions  entières  de  x  dont  l'une  au  moins  sera  d'un  degré 
marqué  par  Kindice,  le  degré  ne  poufant  jamais  sortMsaer 
cel  indice.  La  liçne  des  ordonnées  moyennes  sera  donc  : 

Ce  sera  généralement  une  courbe  facile  à  oonstruire,  car 
elle  est  du  premier  degré  >*  et  au  plus  du  degré  i+1  eu  x  ; 
mais  si  Q»-f.i=(ax4~^)Q>'>  on  a: 

ligne  droite  qui  prend  le  nom  de  diamètre.      , 
Si  1=0,  Qo  est  une  constante.  Qi^mx+zï»  la  l%ne  des 

ordonnées  moyennes,  est  toujours  une  ligne  droite;  c'est  le 

diamètre  ordinaire.  Si  t>0^  le  diamètre  sera  dit  singulier. 

Ces  sortes  de  diamètres,  dont  Waring a  parlée  sont  toujours 

en  nombre  n  ou  inférieurs  à  n. 
On  yoit  de  plus  qu'en  prenant  un  tel  diamètre  pour  axe 

des  Xy  réquation  prend  la  forme 

Une  équation  étant  donnée,  on  yoit  de  suite  si  la  Ugtic 
des  ordonnées  moyennes ,  ou  celle  des  abscisses  moyennes , 
peut  être  un  diamètre  ordinaire  on  singulier.  Cherchons  sl, 
en  prenant^=/yâr  pour  axe  d'un  nouvel  axe  des  abscisses  jt', 
1^  lig^  des  abscisses  ne  serait  pas  un  diamètre  ordinaire  ou 
smgulier. 

Soit*"Fg)+^'-y]^^)+x'-çg)..^  'ia) 

l'équation  d'une  courbe  rapportée  à  des  axes  faisant  l'angle  0. 
Si  Taxe  des  x  restant  le  même,  Faxe  x'  a  pour  équation 
y^px^  on  transformera  l'équation  en  posant  y=px'^y\ 

j:'s=  j;J^l+/-}-i>/»cosO==P±;et  comme*^  =/>+•— ,  en  snbsti- 

X     '        ^ 
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tuant  et  ordonnant  par  rapport  il  .r,  puis  remplaçant  a^  par 
p  on  tronvera  : 

j!f''Fp+¥x'^\yf^p+fpy\-,...  =0;  (b) 

de  1&  on  tire  un  diamètre  ordibaira  « 

nxTp+P(yFp'hfp)=0, 

on  relativement  anx  axes  primitifs  - 

.  yF'p+{nFp--prp)jp+/p=0. 

Le  diamètre  ne  pourrait  être  aingnlier  qu'en  faisant  dtopa- 
raltre  le  terme  x""  ou  en  posant  ^ 

Pp«Ap*+A. /•"-+.. .A,=0. 

d'où  Ton  parvient  facilement  à  cette  conclusion,  il  y  a  an 
plus  n  diamètres  singuliers;  il  serait,  je  crois,  superUu  de 
la  développer. 

J)ecequeF^7=0,pn  n'eu  peut  conclure  l'es^istanee  d'un 
diamètre  singulier  corrcspqpdant  à  la  droite  j^^/i^Tj  qut*  si 
I^  condition  de  divisibilité  donnée  plus  haut  est  satisfaite } 
aeuleoieot  dans  tous  les  casi  Féquation  {b)  montre  que  les 
ftraltes  d'équation  j^«/7j?-f-y  parallèles,  mais  variables  avec 
y^  ne  peuvent  reneontrer  la  oonrbe  en  plus  de  n'-^i  pointa. 
Par  cette  raison  on  peut  regardiyr  cas  sécantes  comme  ito* 
gulièresj  en  nommant  ordinaires  ailles  pour  lesquelles  on  n'a 
pat  F^;i:rO,ajiqii«l  cas  il  penty  avoir  n  points  d'interM^tîon. 

Armi  les  sè^^tes  singoiféres  données  par  Téepialion 
j'^s:ji^xy-\'y  sous  k  condltloa  Fp^O,  il  faut  remarquer  cella 
pour  laquelle  y  sefai  t  déterminé  par  Téquaiiou 

yFp+/p=0; 
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réqoation  {b)  montrerait  alors  qaeles  lignes  droites  d'éqoa- 
tion 

r-P^-^î    (î>=0)  (e) 

ne  peuvent  rencontrer  Fa  courbe  en  plus  de  n — 2  points. 

Examinons  de  plus  près  ces  sécantes  sinqul\èrt$.  Quand 
Téquation  [b)  est  mise  sous  la  forme 

s'il  arrive  que  la  valeur  de  y  qui  donne  Q,=^0  donne  aussi 
Q^=Q3..,=Q^=sO,  l'équation  [d)  sera  décomposable ,  et  h 
droite  (c)  sera  au  nombre  des  lignes  représentées  par  l'équa- 
tion donnée.  Ce  cas  étant  laissé  de  côté  ^  si  on  donne  à  y 
non  plus  une  valeur  qui  rende  Q,=0,  mais  Q.  fort  petit, 
l'équation 

aurait  nécessairement  des  racines  fort  grandes  approcbaot 
de  plus  en  plus  de  Finfini.  Deux  cas  peuvent  se  présenter 
(  il  serait  peu  utile  de  donner  ici  des  exemples ,  chose  déjà 
faite  dans  ce  recueil)  :  si  parmi  ces  racines  infinies  il  y  en  a 
de  réelles ,  la  ligne  (c)  sera  dite  asymptote  vraie;  mais  si  ces 
racines  infinies  étaient  Imaginaires,  la  ligne  {e)  ne  serait 
plus  une  asymptote,  autrement  ce  serait  une  ixsgmj^oti 
fauêse.  Newton  a  donné  un  théorème  général  snr  le8  0onil>es 
algébriques,  et  qui  s'étend  aux  asymptotes  tant  yraies  que 
fausses. 

En  Yoici  l'énoncé  t  si  une  courbe  du  n*  degré  ayant  n 
asymptotes  est  coupée  par  une  sécante,  savoir  les  asymptotes 
aux  points  a,,  ^....a^, les  branches  correspondantes  de 
la  courba  aux  points  2^, ,  &.  ...  &„,  la  somme  des  segments 

^1^19  ^>^> ^nK  ^^^  nulle,  c'est-à-dire  que  la  soBUoe 

des  segments  positifs  étant  S^  celle  des  segments  négatifs 
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fleva— s.  Ainsi  pour  l'hyperbole  conique  on  a  denxBegments 
égaux  en  valeor  absolue. 

La  démonstration  s'établit  en  quelques  mots,  au  moyen 
d'un  théorème  de  M.  LiouyiUe.Si  l'on  a  pris  Faxe  des  j^  paral- 
lèle à  la  séeante,le8  asymptotes  seront  données  par  l'équation 

en  supposant 

soient /y, /y,  ...p^  les  n  racines  inégales  et  réelles  de  l'équa- 
tion Vp=0  (  nOas  laisserons  de  côté  pour  abréger  le  cas  des 
racines  égales ,  quand  dans  ce  cas  il  y  a  néammoins  n 
asymptotes ,  ce  qui  exige  des  équations  de  condition } ,  on 

Soient  Y,,  T, ...  Y^  les  n  ordonnées  aux  asymptotes  pour  une 
abscisse  donnée  x ,  il  viendra  : 

ou  encore  : 

2;y=x2.>^s;^. 

Or  ^^p= — r-'»  et  comme  on  l'a  vu  dans  ces  Annales,  t.  YI , 
p.  128,  ligne  12*; 

•  F>~A 

(  en  changeant  convenablement  la  notation  et  corrigeant  nne 
faute  de  copiejqui  vient  de  ce  que    - 

et  «on  —  —  — jB). 


Digitized  by 


Google 


-890  - 


On  a  donc    2Y=  — 


Or  «i  pour  i«  mém  absoisso  jt,  les  ordonnée»  à  la  coarbe 
donc 

2;y=2,v  ou  *.*(Y~r)=o, 

ce  qui  est  précisémeDt  le  théorème  de  Ne^^tOD. 

En  yoici  que  cooséqueupe  poi^r  le  CrQÛîèmat|egré.  Si  deex 
segments  sont  nuls ,  le  trofeièpifi  sera  ausfM  nul ,  d'ot  m 
théorème. 

Qaanà  une  courbe  du  troisième  degré  rcneonttê  ses  trois 
asymptotes  eu  trois  points,  ces  points  «ont  en  ligne  droite.  S'H 
n'y  a  que  deux  points  d'intersection ,  ils  sont  sur  une  paral- 
lèle à  Vtltte  des  asymptotes.  Cela  suit  d'ailleurs  de  la  forme 
réduite  de  l'équation  des  courbes  da  |lro}#iëm«  d^êi  à  IIBÎs 
asymptotes. 

SUR  UN  POStULATUM  DEGÉOMETRIK. 

VAn  ».  CATA&ASr. 


Dans  le  cahier  de  mars ,  je  Tois  une  note  de  M.  ^fe^ 
(de  Gbamp),  intitulée  :  Réduction  d'un  poUulalum  de 
M,  Catalan  au  postulalum  d'EucKde.  L'autenr-  et  celle 
note  m'a  fait  ua  honneur  que  j^  n'ai  pas  mérité  :  b  postu- 
latum  an  questiou,  s'il  est  de  quelqu'un,  n'esijMui  de  moi. 
U  est  Men  vrai  que  dans  la  préface  de  mes  Élémmis  de 
géométrie^  j'ai  cité  ce  postàlatum  comme  j'en  aurais  pu  cUer 
d^autres^  mafe  je  n'ai  ps^fi  songé  à  «■  rav^diqupr  la  pto^ 
priété.  J'ignore  si  l'on  peut^  en  toute  rigucu^r,  réduire  ce 
poslolataw  à  celui  d'EucIUle ,  et  je  regrelic  que  M.  BretOii , 
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qoi  a  pDbUé  dans  votre  journal  et  ailleora  des  travMK  < 
preinls  d'on  renarquable  esprit  d- invention  ^  ait  cru  utile 
if essayer  oeUe  réduction. 


SUR  LE  MÊME  POSTULàTUM; 

VAR  M.  A.  SBaVAaB, 

Prof«8se«r  au  If  cée  de  Tours. 


Je  viens  de  lire  une  démonstration  proposé^  par  M.  Bre)/>|| 
(  de  Champ  )  pour  la  proposition  (A)  ; 

«  Deux  dfûftei  indéfinies  étant  situées  de  part  et.d'autrn 
9  dans  un  même  plan ,  si  I4  première  a  deux  points  située  da 
»  c6(é  et  d'autre  de  la  seconde,  eUe  rencontre  celle-jct.  » 
{Annedes  iSM,  page  93.  ) 

Pour  le  fond ,  je  n'ai  riep  à  ajwter  i  la  noie.;  quant  à  la 
démonstration ,  elle  me  semble  singulière. 

l""  M.  Breton  admet  que  la  médiane  du  triangle  isocèle 
est  perpendiculaire  sur  la  base;  coniment  le  démoutre^-il 
sans  employer  l|i  proposition  (A)  ?  Cette  dernière  aura  paru 
dans  quelqu'une  def  pit^ositiojis  antérieures. 

2*  M.  Bfeton  admet  implicitement  que  si  une  droite  en 
remontre  iiue  au^  d'un  côté ,  elle  p^sse  de  l'autre  eOté.  fin 
q«oi  eat^^ce  plus  Mair  que  la  proposition  (A)? 

Qwl^aui  autres  vérités  dont  se  wri  M.  Breton  no  sont 
pas  pkn  joconAQsliilies  que  la  proposition  à  démontrer. 

BaAiii  le^  démoaslratiotts  qui  m'ont  toujours  paru  inutiles^ 
per«ieCtos-«i0î  d'en  citer  une. 

A  peu  près  loûs  les  géomètres  rtierc'hant  à  dé«1f)ontrer  que 
par  on  point  d'une  dtoile  on  peut  étever  à  cette  drailc  uue 
peiycwiwnaittra,  et  une  seuie,  autrement  une  droile  et  «ne 
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Mole  partageant  en  âeax  parties  égales  l'angle  total.  Ancan 
ne  s'est  encore  avisé  de  démontrer  que  snr  ane  ligne  limitée 
il  existait  un  point ,  et  un  senl ,  partageant  cette  ligne  en 
deux  parties  égales.  Pourquoi  une  démonstration  pour  Tune 
de  ces  vérités  plutôt  que  pour  l'autre  ?  * 

Noie.  Écoutons  Pascal  :  «Régies  pour  les  démonstrations  : 
»  I.  N'entreprendre  de  démontrer  aucune  des  choses  qui 
»  sont  tellement  évidentes  d'elles-mêmes  qu'on  n'ait  rien  de 
»  pins  clair  pour  les  prouver.  »  (  Pensées,  1«  partie,  art.  1 J 1 .) 

Beaucoup  de  géomètres  ont  une  tendance  à  s'exercer  sur 
les  muions  communes ,  car  c'est  là  le  vrai  nom  que  les  anciens 
donnaient  à  ce  qu'on  appelle  oortomes.Wolf  va  même  jusqu'à 
démontrer  que  le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie,  et  à  cette 
occasion  d'Alembert  dit  que  lorsqu'on  a  lu  de  tels  raisonne- 
ments ,  il  ne  tient  plus  qu'au  lecteur  d'en  douter. 


BIBLIOGRAPHIE. 


EssAt  DB  GtoMÂTRiE  ANALYTIQUE  DE  LA  spptee,  par  M.  A.  Borguct, 
professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de  Tours 
(  12  juin  1847  ) .  Tours ,  in-8''  de  39  pages. 

Les  trois  êtres  géométriques ,  le  point,  la  ligne ,  Iji  surface 
peuvent  être  représentés  de  position  et  de  forme,  au  moyen 
d'une  inGoîté  de  conventions^  auxquefles  on  donne  le  nom  de 
systèmes  de  coordonnées.  L'esprit  malhépaatique  consiste  à 
choisir  le  système  qui  mène  le  plus  aisément ,  le  plus  prooip- 
tement  au  bot,  et  procure  tes  plus  nombreuses  conséquences. 
Le  système  le  plus  usitéest  celui  des  projections  d'un  point 
sur  trois  droites  flxes;  le  mouvement  d'un  point  dansFespacc 
élant  connu  par  les  roouvements^de  ces  trois  projections,  ce 
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système  a  l'avantage  de  Her  la  cyaémathique  à  la  géométrie 
et  de  n'en  faire  qa'une  seule  science  ;  c'est  sur  cette  identité 
que  Newton  a  établi ,  de  la  manière  la  pins  intoîtive  et  la 
pins  satisfaisante,  le  calcul  infinitésimal,  par  la  méthode  des 
pUesses  exïiremeni  des  fluxùm».  Dans  le  système  projectif,  on 
opère  les  projections  par  des  droites ,  lignes  géodésiqaes  du 
plan  i  chaque  surface  a  sa  ligne  géodésique  déterminée 
comme  la  droite ,  généralement  parlant,  par  deux  conditions. 
Les  belles  découvertes  de  MM.  Gauss  et  Jacobi  sur  ces  lignes 
permettent  d'espérer  qu'on  pourra  étudier  chaque  surface  à 
f  aide  d'un  système  de  coordonnées  géodésiques ,  propres  à 
cette  surface.  Déjà  M.  Gudermann ,  professeur  à  Munster,  a 
réalisé  cette  idée,  il  y  a  dix-huit  à  dix-neuf  ans,  pour  la  sphère. 
n  prend  pour  axes  deux  lignes  géodésiques,  méridien  et  éqna- 
tenr,  et  projetant  ensuite  arihogonalement  chaque  point  de 
la  sphère  sur  ces  axes  par  des  lignes  géodésiques ,  il  prend 
pour  coordonnées  les  tangentes  des  arcs  interceptés  sur  les 
a^es,  depuis  l'origine.  Au  moyen  de  cette  convention,  une 
ligne  tracée  sur  la  sphère  est  de  même  degré  que  le  cône 
concentrique  ayant  cette  ligne  pour  base  ;  ainsi  un  grand 
cercle  est  du  premier  degré,  un  petit  cercle  du  second  degré, 
de  même  l'ellipse  sphérique,  etc.  Sans  connaître  ce  travail, 
M.  Borgnet  a  eu  la  même  idée  et  l'a  exécutée ^de  la  même 
manière.  Le  savant  auteur  a  donné  une  analyse  complète  de 
son  mémoire  (Y.  p.  147)  qui. vient  de  paraître,  antidaté 
pour  prendre  date.  Des  calculs  simples ,  des  formules  utiles 
et  élégantes,  rendent  cet  opuscule  précieux  à  l'enseignement 
et  même  à  la  science ,  ce  qui  n'est  pas  la  même  chose.  C'est 
de  la  bonne  analyse  ;  beaucoup  de  faits  intéressants  et  peu  de 
paroles  ;  te  contraire  de  ce  qu'on  trouve  ordinairement.  On 
lit  à  la  page  2  :  «  NoUs  ne  connaissons,  pas  la  manière  de 
»  M.  Gudermann  ;  ce  qui  nous  porte  à  croire  que  notre  ana 
»  lyse  difEère  de  la  sienne,  c'est  sa  simplicité  même.  Il  nous 
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•  ienitileqa'tiiie  analyii  si  simple  sérâfl  ptas  répandue,  si  les 
»  principes  en  ateient  déjà  (té  exposés.  «  En  eflèt ,  cette  ana- 
lyse, onmino  noos  avons  dit ,  est  trés-sinple;  toutefois  die 
nedîMre  en  rien  de  celle  da  professeur  westptialien.  M.  Bor- 
gnet  est  éionné  dn  ce  que  des  principes  si  simples  depuis  il 
ionglmps  énoncés  soient  encore  si  peu  répandus.  Il  est  peut*^ 
être  permis  d'être  étonné  de  cet  étonnement.  Voyons.  Le  sys* 
tème  d<8  coordonnées  linéains,  de  M.  PlUcker,  si  simple,  # 
réeond  )  introduit  il  y  a  une  douzaine  d'années  et  préconisé 
naguère  par  M.  Finck ,  est-il  pratiqué,  est^l  connu?  La  mé* 
ihùéB  des  bomogènés  depuis  longties  années  i»n|Aoyée  en 
Allemagne,  en  Angleterre,  esl-elle  connue?  Bien  plus  :  les 
métliodes  projectites ,  métamorpliiqttes,  de  réciprocitf  po- 
lafrt)  produits  indigènes,  sont-elles'  J>ien  répandues  ?  Dans 
notre  pays,  tl  n'y  a  que  les  théories  uHk$  qui  se  propagent 
promptemenié  Utiles  sont  seulement  celles  qiti  sm-vent  eut 
oKamens,  aux  leçons^  en  d'autres  teftnes,  les  théories  qui  si 
pt^êtU.  li  ne  faut  pas  s'en  plaindre  ;  c'est  tien  là  lé  devoir,  te 
nravail  du  professeur  que  j'ai  accompli  longtemps  le  moins 
mal  qu'il  m'a  été  possible;  maïs,  comme  tout  autre  ll^a^àil,  il 
doit  tendre  saps  cesse  à  se  perfectionner  ;  donner  plus  de  pro- 
doits,  de  meilleure  qualité,  avec  moins  de  peine.  Voule<-voaa 
porter  renseignement  au  niveau  actuel  de  la  science?  lln'y 
a  qu^un  moyen,  ^t  il  est  iiifeiUii^le.  Changez  vos  programmes 
d^amens,  surioûl  celui  de  Técole  polytechnique^  le  plu3 
insuffisant,  le  plas«rriéré  de  tous,  vous  opérerez  une  tèT(^ 
InHon  salutaire^  sans  craindre  que  l'avenir  ne  démente  cèHe 
éipithètc.  11  est  toutefois  vrai  que  ce  genre  de  révolution  ne 
sauraii'excîtef  l'cntheusiasme  des  ignorants,  partout  ici-bas 
en  majoritô ,  ni  même  ponniies  saviCHIs  ;  aucune  ambition , 
aueane  convoitise  d't^onneurs ,  de  réputation ,  d'argent ,  ces 
loeemotivt»  du  monde  olB^/inJ,  ne  sont  mises  ici  en  jeu. 
Uuute,  rien  ne 6c fera. 
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Voici  ce  que  in*écrit  un  des  plus  savants  professeurs  de  FU- 
DÎyersité  et  que  je  n'ai  pas  le  droit  de  nommer  :  «  Il  est  de  fait 
»  que  nous  no  traduisons  |uére  et  que  nous  sommes  arriérés 
9  même  en  mathématiques  pures.  Un  second  fait  est  qu'il  ne 
:•  suffit  pas  de  traduire,  il  faut  encore  publier,  etsMI  estpos- 
»  sible  résumer  ;  or,  dans  notre  malheureux  temps  oA  l'intérêt 
»  personnel  et  pécuniaire  est  trpp  couvent  Tunique  mobile, 
»  qui  fera  publier  ces  traductions?  Cela  ne  deyrait-il  pas  re- 
»  garder  le  mititst«re  de  llnstruéMon  publique  ?  GeUi  posé,  je 
i>  me  dis  :  Âu  Meu  d'attendre ,  pour  donner  &  ceux  des  prb* 
»  fés^eurs  qui  travaillent ,  une  pension  de  retraite  suffisante, 
»  qu'ils  aient  usé  leurs  torces  par  trente  années  de  profed- 
*  9orat,neTàndrait-i1  pas  mieux  la  leur  donner  quinze  ans 
»  plutôt,  en  mettant  pour  condition  (Ailigâtoire  que  chaque 
»  professeur  prendrait  connaissance  de  ce  qui  paraît  à  ré- 
1»  franger  sur  Tobjet  spécial  de  ses  études  et  en  publierait 
n  tin  résumé  méthodique,  aux  ft'ais  du  ministère  de  lMnstrttC>- 
»  tien  publique?  »  Ce  sont  là  des  pic^  desidèrih  qui  se  réalise- 
foYit,  aelon  Mercier,  Van  2440;  l^ul-il  s'en  affliger?  Rappe- 
lons une  excellente  observation  de  Bradley  ;  j^ur  n^étre  pas 
astronomique,  elk  nfenest  pas  moins  d*uno  gtaude  justesse. 
La  reine  Anne,  vi«tM|l  l'Obief V]|io{M ,'  s'i3nq}iit««|iffA  de 
l'illustre  directeur  de  ^s  aiipointemeutset  les  trouva  modi- 
ques i  «Qq»  Votre  Majesté  ao  garde  bien  de  les  augmenter, 
repril  firadiey  ;  si  jamais  la  place  est  bien  rétribuée,  il  est  à 
craindre  qu'on  ne  la  donne  plus  à  un  astronome.  »  Si  l'on 
admet  des  retraites  exceptianfUlleSy  il  est  à  craindre  qu'on  les 
accorde  non  à  des  Legendre ,  à  des  Lacroix ,  blanchis  daas 
Vétude,  mais  à  d'aimables  professeurs  de  salon,  VieiHîs  dans 
la  oçurtisanerie.  Q^tj^s,  s)  les  règlements  libéraux  sont 
rares ,  leur  juste  applicatioil  est  quelque  chose  de  plus  rare 
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SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES. 

9AB.  S.  CATAIiAV. 


(  Rectification.  ) 

Une  grave  erreur  de  calenl  s'est  glissée  dans  TarUde  Sur 
les  normales  aux  coniques  ^  inséré  dans  le  dernier  noméro 
des  Annales  (p.  337).  La  fin  de  cet  article  doit  être  modifiée 
ainsi  qu'il  suit  : 

9.  Si  l'équation  (12)  a  ses  trois  racines  réelles ,  Téqna- 
tiop  (10)  représentera  trois  couples  de  droites.  Nous  allons 
iFoir  que  y  dans  la  même  circonstance ,  il  y  aura  quatre  nor- 
males passant  par  le  point  donné  ;  et ,  conséquemment ,  que 
les  trois  couples  de  droites  formeront  un  quadrilatère  oom- 
plet  avec  ses  deux  diagonales  ^  etc. 

10.  La  couditlDn  de  réalité  des  trois  racines  de  T^guatioo 
(12)  est  : 

(ay  +  6y—  c?^)»+  27a'fr  V/>'î*<  0.  (13) 

Poor  simplifier  œtte  inégalité ,  posons  : 

peiq  peuvent  être  supposées  positives  ;  donc  r  et  5  le  seront 
pareillement. 
L'inégalité  (13)  devient  d*abord 

(r3  +  ^3— 1)3  +  27r'i»  < 0  j 
d'où 

r3-f  jp5- l^-3r5<ê. 


(*)  J'emprunte  cette  transformation  i  uft  très-intéressant  travail  de l(. 
inséré  dans  le  second  volume  de  ce  recueil. 
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On  reconnaît  facilement  que  le  premier  membre  est  divisible 
par  r-f-5—  1 ,  et  que  le  quotient  peut  se  mettre  souâ  la  ibrme 

(r-.,)«  +  (r+ 1X5+1). 

Ce  qaotient  est  donc  positif;  et  l'inégalité  précédente  se  ré- 
duit à  r-|-5-^l<;0,  ou 

Celle-ci  exprime  que  le  point  (p^q)  est  intérieur  à  la  déve- 
loppée de  l'ellipse ,  et ,  conséquemment ,  qu'il  j  aura  quatre 
normales  passant  par  ce  point  :  la  condition  (13)  exprûme 
donc  la  même  chose. 

11.  Remarquons  en  terminant  que  ce  qui  précède  donne 
le  moyen  de  ramener  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième 
degré  à  ceUe  d'une  équation  du  troinème. 

THÉORÈMES  DE  M.  STREBOR 

Sur  un  iriangle  formé  par  trois  arcs  d'hyperboliss  éqtHlaÉires 
.  ooncentriqtMS  ou  par  des  paraboles  confoeales. 

I.  Lemme.  Deux  byperlxdes  concentriques  se  coupent 
orthogonalement  lorsque  les  axes  principaux  de  l'ane  sont 
les  asymptotes  de  l'autre,  et  vice  versa, 

n.  Lemme.  Deux  hyperboles  équilatères  concentriques 
étant  donnés  par  les  deux  équations 

j^-HB^^-V+F.=  l;     y  +  B.a:^-.J:*  +  F.r=0 

(les  axes  étant  nécessairement  rectangulaires),  si  Ton  a  B,Bs+4 
=0,  lesJiyperboles  se  coupent  orthogonalement,  et  vice  versa. 
Observation.  Si  B.  =  Q^  alors  B,  =  oo  ;  la  première  hyper- 
bole étant  alors  rapportée  à  ses  axes  principaux ,  la  seconde 
doit  avoir  ces  axes  pour  asymptotes  et  prendre  la  forme  Bagr 
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fi  F 
4>Fs=0$  ce  mton  obtkni  en  remitfacaBt  B^  ëi  F^  pir  -^^ 

el  M&iiit  enlnite  q^O:    - 

III.  Théorème,  Étant  donné  un  ftiangle  pkn  formé  par 
trots  arcs  d'hyperboles  équilatères  concentriques,  si  par 
chaque  sommet  oa  fait  passer  une  hyperbole  éqailatère  ooih 
cen trique  aux  hyperboles  données,  et  respectivement  per- 
pendiculaire au  oôté  opposé,  lefl  trold  hyperboles  qu'on 
obtient  ainsi  vont  oonconrir  au  même  point  (Strnbar). 

Dimwifrtam.  Soient 

les  équations  des  (rois  hyperboles  concentriques  données; 
rbyperbolè  équllatère,  passant  par  Tintersection  des  deux 
premières  et  aussi  concentriqde ,  a  une  équation  dé  cette 
feryie: 

fi  éUinl  un .  mn}ti|AieAteiir  quelconque.  Pour  que  eeile 
courke  coupe  orthogonaleanent  la  trolâième  hyperbole,  l'on 

doit  aToir  {Lemmefl)  ^^'+^'.63+ 4=0.  Éliminant  0,  l'é- 

qnation  (1)  prend  hi  forme  * 

«,(B.-  B.)r'-4  (B.  -^BJ  J^y-  (B,B -B.)  :e+F.(»A 
+  4)-.F.  (8.83+4)  ==0. 
Les  deux  autres  hyperboles  ont  pour  équations  : 

1^(6.-83)^' -4  (B.^ B3)  xr-B.  (B.-B,) 0:^4- P3 

(BA+4)^F.(B3B.  +  4)=0 

B.{B3^B.)jr' -- 4  (B* -^  B.>^j^ ~«. (B,^  Bj  >*+F. 

(B3B.  +  4)-^F3.(B.B.  +  4);^0. 

Or,  une  qudconque  de  ces  équations  est  la  diSénni»  des 

deux  autres  j  donc  les  trois  hyperboUs  |laasenl  par  l«i  dem 

mêmes  points.  G.  Q.  F.  D. 
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ObservaHan,  Lorsqae  deux  courbes  amemiriqun  se 
coupent ,  les  points  d'intersection  sont  toujours  eo  nombre 
pair,  et  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre. 

lY.  La  méthode  projective  orthogonale  fournit  le  théo- 
rème général  suivabt  :  étant  donné  un  triangle  plan  formé  par 
trois  arcs  d'hyperboles  concentriques,  et  dont  le»  asythpioids 
sont  (sanJHguéês  respectivement  par  r^Apport  à  une  ellipse 
quelconiine  tracée  dans  le  même  plan ,  si  par  chftqne  âoninlet 
l'on  mène  une  hyperbole  concentrique  aux  précédentes ,  et 
telle  qu'elle  coupe  le  cMé  opposé  en  un  point  où  les  deux 
tangentes  soient  conjuguées  par  rapporta  cette  même  ellipse» 
ks  trois  hyperboles  passent  par  les  deux  mêmes  points. 

T.  La  méthode  des  polaires  réciproques  mène  à  d'autres 
théorèmes. 

Lanme.  I.  La  polaire  réciproque  d'une  hyperbple  équila- 
tère  r^ativement  à  un  cercle  concentrique  pris  pour  ligne 
directrice,  est  une  hyt)erbole  équilatère  concentrique  scm- 
tlablement  placée. 

Lemme.  IL  Deux  hyperboles  équilatères  concentriques 
ont  en  commun  des  tangentes  parallèles. 

Lemme.  IIL  Les  polaires  réciproques  de  deux  hyperboles 
éfiuilalèrcs  concentriques  et  orthogonales  relativement  an 
môme  cercle  concentrique^  sont  deux  hyperboles  équilatère» 
ei^ncentriques  se  coupant  aussi  à  angle  droit. 

Théorème.  Étant  données  trois  hyperboles  équilatères 
ooncentriques,  si  Ton  mène  une  des  tangentes  communes 
respectivement  à  la  première  et  à  la  deuxième ,  à  la  deuxième 
et  à  la  troisième ,  à  la  troisième  et  à  la  première  ;  si  l'on  mène 
une  hyperbole  équilatérale  concentrique  touchant  la  première 
taagente  et  perpendiculaire  à  la  troisième  hyperbole ,  et  de 
même  pour  les  deux  ^tres  tangentes ,  les  trois  hyperboles 
auront  une  tangente  eo  commun. 
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Yl.  Les  hyperboles  éqailatères  données  par  les  équations 
y  +  B,xy^x^+F,z=Oi   y  +  B^xy^x'  +  F^^O 

secoapent  sousan  angle  dontla  tangente  est  égale  à  .,  '    ,   ^ 

^A  +  * 

donc  les  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  cercle  direc- 
teur concentrique  se  coupent  sous  le  même  angle. 

yil.  Un  théorème  analogue  au  premier  a  lieu  pour  les 
arcs  d*hyperboles  équiiatères  bissectrices  des  angles  du 
triangle  donné.  (Strebor.) 

YIII.  Deux  théorèmes  semblables  aux  précédents  existent 
encore  en  considérant  au  lieu  d^hyperboles  équiiatères  coa<> 
centriques  des  paraboles  confocales.  (Strebor.) 

Observation,  VII  etYIU  restent  à  démontrer. 
- 

ANNONCES. 

Messianisme  ou  Réforme  absolue  du  savoir  humain ,  nommé- 
ment réforme  des  mathématiques  comme  prototype  de 
Faccomplisement  final  des  sciences,  et  réforme  de  la  phi- 
losophie comme  base  de  Taccom  plissement  final  de  la  reli- 
gion ;  par  Hoënè  Wronski.  —  Complément  historique  et 
didactique,  i-cccxxvii;  Réforme  du  savoir  humain^  1-56. 
Prix  :  60  fr.  Paris ,  Firmin  Didot,  15  août  1847,  là*, 
1-392. 
C'est  le  premier  volume  d'un  ouvrage  qui  doit  avoir  trois 

volumes.  On  voit ,  rien  que  d'après  le  titre ,  que  Fauteur  n'a 

pas  dépouillé  le  vieil  homme.  Toujours  de  la  fumée  mystique  ! 

Cours  complet  d'algèbre  élémentaire  jusqu'à  la  théorie  du 
plus  grand  co:»muii  diviseur,  exclmivemeni ^  àTusagedes 
élèves  qui  se  préparent  aux  écoles  du  gouvernement, 
par  M.  Guilmin,  ancien  élève  de  l'École  normale,  pro- 
fesseur à  Paris  ;  chez  Carilian-Gœury  et  Victor  Dalmont,* 
libraires,  quai  des  Âugustins,  â5w 
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NOTE 


Sur  le  poitulatum  de  géométrie  dont  il  est  queUion  p.  93, 
390  et  391. 


9AK  M.  UBXTOV  (  BB  COBABOP  ), 
logéoieiur  dei  pouls  et  ehauMéet. 


Les  observations  auxquelles  ce  poetulaium  a  dooné  lieu 
me  font  croire  que  ma  pensée  n*a  pas  été  bien  comprise.  Je 
ne  me  suis  point  proposé  d'établir  démonstrativement  des 
choses  évidentes  par  elles-mêmes,  ce  que  tout  esprit  sensé 
trouve  justement  inutile,  mais  de  faire  voir  que  dans  beau- 
coup de  ces  propositions  qui  sont  des  quoei-axiomesy  et  peut- 
être  dans  toutes,  il  n'y  a ,  au  fond  ,  qu'une  seule  et  même 
difficulté  ;  ce  qui  est  bien  différent.  Il  me  semble  que  cela  n'est 
lias  indigne  de  Tattcntion  des  géomètres. 

Quant  aux  objections  que  M.  Bernard,  professeur  an 
lycée  de  Tours,  élève  contre  ma  démonstration,  je  suis  per- 
suadé qu'il  en  fera  lui-même  justice,  s'il  veut  prendre  la 
peine  de  lire  la  proposition  XII  du  1*'  livre  delà  Géométrie 
de  Legendre.  On  y  démontre,  sans  le  secours  du  poitulatum 
en  question ,  lequel  n'apparait  d'ailleurs  dans  aucune  des 
propositions  précédentes,  que  la  droite  menée  du  sommet 
du  triangle  isocèle  au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire 
i  .  Pour  savoir  si  Ton  peut  démontrer  qu'une  droite 

qui  en  rencontre  une  autre  d'un  côté,  passe,  étant  prolongée, 
de  l'autre  côté,  M.  Bernard  n'a  qu'à  recourir  aux  quatre  pre- 
mières propositions  du  même  livre. 

Après  ces  explications ,  j'ose  espérer  qu*on  voudra  bien  re- 
garder ce  petit  débat  comme  terminé. 

amn.  M  u\THitM.  vu.  1K6 
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Nok.  11  est  à  regretter  qu'on  ne  mette  pas  en  tête  des 
Éléments,  la  distinction  que  fait  Leibnitz  entre  les  idée$  cer- 
taines et  claires  et  les  idées  certaines  et  non  claires  I*).  Il  est 
même  h  remmiquer  que  ce  derm^  g^Qre  d'idées  pcéseiite  le 
plus  grand  degré  de  certitude;  ellQi.  tiennent  à  la  nature  in- 
time de  l'esprit  humain.  Telles  sont,  en  philosophie,  les  idées 
de  l'existence,  du  moi,  et  l'idée  mAme  de  kt  oeEtitnde  ;  telles 
sont,  en  mathématiques,  les  contacts  de  dWers  ordres,  les 
rapports  finis  entre  quantités  naissantes^  idées  certaines  et 
qu'il  est  impossible  de  rendre  claires  ^  de  même  l'idée  de  la 
direction  et  de  l'identité  de  direction  qui  constitue  le  paral- 
lélisme. 11  faut  bien  qu'on  arrive  enfin  à  des  idées  non  expli- 
cables et  à  des  mois  non  définissables  ;  là ,  il  faut  savoir  s'ar- 
rêter. L'avantage  dea  mathématiques- est  de  tirer  avec  iHie 
extrême  clarté,  des  oonséquences  immensesd'un' petit  nonriire 
de  notions  obscures  mais  certaines. 


SUR  LA.  DÉTERMINATION  ANALYTIQUE 
des  fi9if0rs  dons  k$  ùmquee. 


PA^L  M.  A.  J.  B.  T. 


Le  calcul  des  [coordonnées  des  foyers  de  l'ellipse  et  de 
l'hyperbole ,  donné  par  mon  ingénieux  et  laborieux  élè?e 
M.  Paul  Scrrct,  à  )a  page  302  du  présent  volume,  peut  être 
présenté  beaucoup  plus  simplement  qu'il  ne  le  fait,  tout  eu 
s'appuyant  sur  le  même  principe..  C'est  ce  que  l'on  peut  voir 
dans  les  Mémoires  de  la  Société  de  Lille  pour  1830,  où  j'ai 
établi  ce  calcul  à  peu  près  comme  il  suit. 

(')  Wolf ,  géomètre  philosophe,  t  mil  cette  distinction. 
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En  faisant  d'abord 

R*=B'+(A— C)% 
K=A+C+R,    K'=A+C— R, 

on  a  pour  les  carrés  des  ralears  des  demi-axes  et  de  la 
demi-excentricité  : 

a'=2EG,  6'«2E'G,  <^a>iGR, 

fcurmoles  dans  lesquelles 

Ensoi^,  T  et  IT  représentant  les  coordonnées  des  sommets, 
on  a  encore,  en  faisant  H  =  A  — G -|-R,  H'=A— C— R: 

Enfin  f  t  eiu  représentant  les  coordonnées  des  fojwrs,  il 
snfBt,  soit  de  poser  la  proportion  ipdiqaée  par  If*  Sareet , 
comme  je  Fai  fait  d^ns  l'endroit  cité,  soit,  plus  simplement, 
comme  je  l'ai  fait  depais,  d'établir  la  proportion 

/•:i/':c'::T:U*:A% 
ce-  qal'  donno  ; 

A  la  vérité,  les  axes  coordonnés  sont  ici  snpposéi;  reçlanga- 
laires;  mais  la  niétbode  est  la  môme  pour  des  axes  quelcon- 
ques ;  seulement  les  résultats  sont  un  peu  plus  compliqués. 

P.  S.  r^  J'avais  déjà  eu  l'occasion  de  rappeler,  dans  k 
Géomètre  de  M.  Guillard ,  p.  141 ,  le  théorème*  sur  lequel 
s'appuie  M.  Sevret ,  ainsi  que  l'usage  auquel  il  rajH>Uqii®* 
En  même  temps,  j'en  ai  déduit  ce  corollaire  : 

iM  couples  de  cordei  menéeepar  un  fmerparaUèlemwU  à  un 
eystème  dedUmèêree  eo^juguéê^  formenlum  tomme  eomUmie 
ions  relUpee  et  une  différence  constanÉe  dans  t  hyperbole, 

Cette  iomme  ou  cette  différence  at  ceUe  de  l'aate  focal  et 
du  paramètre  de  la  courbe. 
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SUR  L'ÉQUATION 

qui  donne  la  axes  prineijHmx  de»  sur  face»  à  emUre 
dM  êecond  degré. 

PA&  M.  i^MMMMavm. 


(1)  Le  calcul  de  cette  équation  est  presque  aussi  simple 
en  partant  de  coordonnées  obliques  qu'en  parlant  de  coor- 
données rectangulaires  ;  on  doit  même  dire  qu'il  est  plus 
simple  en  ce  sens  qoe  l'équation  générale  conduit  immédia- 
tement à  des  théorèmes  que  no  donnerait  pas  l'équation  par- 
ticulière. 

Suit  la  surface  A  centre 

Aj^+By'\-Cz''+2ay%+2bxz+^xy=i.         (a) 

Si  Ton  rend  maximum  ou  minimum 

r^ss  j:»-|-y+  z*+  ^cosa  -fSxzcoep + Sxjnoos;  ;      (*) 

sous  la  condition  (a)  on  aura  les  équations 

x+^rosf  4-soo^p  _>'+zcosae+ JTCOSy  _z+j:cnsp4;yco<'« 
AX'^cx'i'ùz  By-taz-^cx     *"     Czi-bx-^qy    ' 


W 


que  l'on  obtient  encore  en  exprimant  que  le  plan  langent 

X     T     Z 

en  (x,  y^  z)  est  perpendiculaire  sur  la  droite  —=-  =  -. 

X     jr     z 

Le  système  des  équations  {b),  (c)  fait  trou?er  les  axes 
principaux. 

(S)  Si  Ton  voulait  étiter  l'emploi  du  calcul  différentiel , 
voici  Tordre  de  propositions  qu'on  pourrait  adopter. 

l""  Valeur  de  la  distance  drs  points  (0,  0,  0),  (x,  y,  z)  pour 
un  système  de  coordonnées  obliques,  on  a  : 

r^s=  a:*-f  ^'^  »•+ SJracosa + 2«a:cosp-f- SS)^xcos7. 
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2*  Valeur  des  cosinns  de  langlede  deux  droites  ; 

3*  Yalcar  des  cosinus  des  angles  qu'une  droite  fait  avec 
les  trois  axes  $ 

4*  Ëqaalion  d*un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  qui 
fait  avec  les  axes  des  angles  X ,  p,  v,  et  à  une  distance  r  de 
Torigine  c'est  encore  : 

J:C08X-j-J^C08fA  +  «C08v  =  r. 

5<>  Condition  de  perpendicnlarité  du  plan 

A(X-x)  +  B(Y— j^)4.C(Z-»)«0, 

"X.     Y     Z 

et  de  la  droite  -.ae-=-,  c'est  précisément  : 

jr4-^coa7+gcosi3_.r-hgoo8«HhJrcos7 z-f  jrcosp-h^cosg  . 

Â  5  c  • 

Si  Ton  suppose  que  le  plan  soit  tangent  A  la  surface  d'é- 
quation (a)  on  a  les  équations  (c).  J*ajouterais  A  ce  qui  pré- 
cède que  le  volume  du  paraliélipipède  Ussxj'z  devient 
pour  les  coordonnées  obliques  : 

H  =  x^z  \/(i — cos^a  — cus'P— cos"Y-t"^^****<'*^Pco»7)- 

(3)  Ceci  posé 5  pour  résoudre  les  équations  {b)  (c),  multi- 

X    y        z 
plions  les  trois  fractions  (c)  respectivement  par  -,  -  et  -; 

X    y        z 

puis  ajoutant  terme  à  terme,  suivant  le  procédé  de  M.  Cau(  bjr, 
nous  aurons  r*  pour  valeur  commune  des  trois  fractions }  de 
là  les  équations 

j:(1  — A0+^(COS7— cr^j+z(cosP  — 6/^)=îO; 
j:(C0S7— Cf'j+j^Cl  — BO+»(cosa— tfr^)=:0; 
j:(COsp  —  Ar*)  +^  (cos«  — fl/')  +  z{l  —  cr^)  =  0- 
X      P     V       0 

L'élimination  des  rap|K>rts  -=-,  *^s=^    donnera  une 

z       A     z      li 

équation  de  la  forme 

curP»  Q,  R  sont  des  fonçUops  de  r% 


Digitized  by 


Google 


—  406  — 
Ayant  trouvé  les  trois  yalenrs  de  r^,  Féquation 

r*=j:'+J'*+**+SSr*c<W«+2a:2COsp+âj:j'C087 

défient,  à  cause  de  orsB—,  J^=^^*> 

H  MX 

/'=  ~.  (F+Q'+R*+2QRco8a+2PRcosp4-2PQco37)s:='jjr  • 
On  anra  done  : 

oe  qui  complète  la  solution. 
Cakol  fait,  lesvaleiin  de  K«  L,  M;  R  sent  t 

Ks=ABC+2afrc— Aa«— B6'— Ce*, 
L=AB+BC-fCA— c^— ft^— if 

+2{6(î— aA)co8a+2(ac— )  p-h2(a6— cQeos^, 

M  =  Asin'a+Bsîn'p+C8în'7 

—a  (OOSa-MX>spcO07)— 6(006p*-COSaOOS7)— C(C0S7 — COSaCOSP}, 
N  =  1— GOS*a— COS'^— COS  74-2C0Sa0PS^00Sy. 

(4)  Si  l'on  pose  cosa=  cosp = cos7= 0,  d'où 
siB'a=sia*^=sin'7=l 

et  qu'on  change  r  en  - ,  on  aura  Féquation  ordinaire. 

Si„  l'on  pose  a=  6=c=Ô ,  ce  qui  suppose  que  l'équation 
Aa:'+B;^-|-Cr^=l  représente  la  surface  rapportée  à  un 
système  de  diamètres  conjugués,  Téquation  devient,  en 
divisant  par  ABC: 

1 

;  (1  — COS'a — COS'P  —  COS'Y  +  2C0Sa  COS?  C0$7  ) = 0 , 


ABC' 

qui  donne  de  suite  trois  théorèmes  relatifs  au  parallélipipède 
des  diamètres  conjugués. 

Sans  entrer  dans  plos  de  détails,  il  est  aisé  de  reconnaître 
qu'il  y  a  réellement  simplification. 
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UéfffuKÛcnik  géoéralê  {d)  ii  été  trontéê  d'QiMs  u(f d  mnifèfe 
pÉT  M.  f acobi  (J.  4e  CMle,  t.  II ,  p.  227)  ;  elle  aura  proiit- 
Memeiit  déjà  été  exposée  côtnne  fl  a  été  fait  phis  hatit,  car 
c'est  rimitation  d'one  solution  bien  ooiinve.  LVdqet  de  cette 
note  tie  petit  donc  être  qae  de  recommander  l'application 
des  méthodes  générales,  ce  qui  est  ordinairement  le  meilleur 
iMpes'de'sîiiipiifioation. 


THÉORÈME  D£  MllVIMUtt 
datiê  le  triangle  plan. 

^A&M.  POOB&A, 

Chef  d'escadron  d'étal-aujoi. 


1.  Théorime.  Si  par  cbaqué  angle  d*an  triangle,  on  tnène 
une  droite  qui  coupe  le  côté  oppose  eh  detix  segments  pro- 
portionnels aux  carrés  des  côtés  adjacents,  les  trois  droites 
se  coupent  en  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances de  ce  point  aux  côtés  du  triangle  est  un  fninimam , 
relativement  à  la  même  somme  pour  d'autres  points  de 
l'espace. 

Démonstration^  Il  suffit  évidemment  de  cobâidérér  Ibs 
points  situés  dans  le  plan  du  triangle  (*). 

Soit  ABC  le  triangle  et  0  le  point  qui  remplit  la  condition 
du  minimum ,  et  soient  0A\  OB',  OG  les  perpendiculaires 
abaissées 'de  O  sur  les  côtés  !BC,  AG,  AB;  menons  les  droites 
AW,  B'C,  C'A',  OA',  OB',  OCj  si  Ton  «herche  nn  poM  tel 
que  )a  somme  des  carrés  de  ses  distances  «m  angles  un 
triaiiifle  A"B'G'  soit  un  minimum ,  il  est  évident  que  le  poiot 

n  ^  «>t  pt^é  de  faire  la  figure. 
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MC 

"OC 
MC 
MB~ 

~AB~ 
AC* 
AB'* 

—  w»  - 

O  remplit  encore  cette  oonditioiMà.  Donc,  d'après  ao  théo- 
rème connu ,  O  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  A'B'C; 
donc  les  trois  triangles  OA'B\OaV,OB'G'  sonl  équi^aleiila, 
et  l'on  a  successivement  t 

0B'.0A'.8ÎnC  =  0A'.0C'.sinB;  ^^[^îîîîj^:^?. 

Oo'     siuii     AB 

Dans  le  triangle  rectangle,  le  point  cherché  est  au  milieQ 
delà  hauteur. 

Prolongeons  la  droite  josqu'i  ce  qu'elle  se  rencontre  avre 
BG  en  M  et  abaissons  de  M  la  perpendiculaire  MB*'  sur  AG  et 
MC"  surAB,  l'on  a: 

MB"     OR'     AC     MCsInC^MCAB 
'MB.8iuB'~Mt5.AC' 

^'^         m=W'    C.Q.F.D. 

II.  Note.  Solution  générale  analytique. 

Soit  un  système  quelconque  de  n  droites  situées  dans  te 
même  plan  ;  prenons  des  axes  rectangulaires. 

Soit  dpy'\'epx-\-/p=0  Téquatiou  d'une  quelconque  de 
ces  n  droites  ;  donnant  à  l'indice  p  successivement  les  valeurs 

1.  S.  3 n,  on  aura  les  équations  des  n  droites,  et  soit 

encore  9p  l'angle  qui  forme  la  droite  d'indice/?  avec  l'axe 
des  X  :  T,  X  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  plan ,  sa  distance  à  la  droite  d'indice /»  est  : 

Ycoso^- Xsinotp +-^^^. 

Si  on  élève  cette  expression  à  la  puissance  m  et  qu'on 

donne  kp  toutes  les  valeurs  1,  2 n  ^  on  aura  les  sommes 

des  puissances  d'ordre  m  de  toutes  les  disianccs  du  point 
(X,  Y]  au  système  do  droiles.  Si  cette  somme  esC  une  quan- 
tité constante,  le  lieu  du  point  m  est  une  ligne  d'ordre  m, 
qui  ne  peut  admettre  des  asymptotes  rectUignes  que  lorsque 
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m  esl  impif  r.  Si  l'on  veot  qae  cette  somnie  soit  un  mînininiii, 
il  faal  égaler  à  zéro  la  dérivée  |Nir  rapport  à  T  cl  la  dérivée 
'  par  rapport  à  X,  et  les  points  cherchés  sont  donnés  par  l'in- 
terseclioo  de  deux  lignes  d'ordre  m  ^  1 1  il  y  a  donc  géné- 
ralement (m— 1)*  points  qui  rendent  i  la  question.  Il  est 
d'allleiirs  évident  qne  pour  qu'il  y  ait  un  minimum  /Sm,  il 
faut  qne  m  soit  pair.  Faisons  ut  =  2  ;  alors  pour  une  con- 
stante donnée  lo  lien  est  une  ellipse,  car  le  B*— 4AC  y  est 
une  somme  de  carrés  négatifs.  Les  coordonnées  du  centre 
sont  indépendantes  de  la  constante  ;  donc  ce  centre  est  flie 
et  il  est  le  point  qui  répond  au  mmtmum ^car,  en  ce  cas, 
1  ellipse  se  réduit  A  un  point. 

Soit  Ar*+ B^r+0'+ Dr +Ex+F=0,  l'équation 
de  l'ellipse;  où  A  =  2.'*cas'a|»;  Bss  — âz.^'sinapcosap; 
Cs=:"sin*ap. 

D«2.*^cos*ap;    E  =  — i.^'-^sinapcosou  et  F  est  la 

constante  prise  négativement.  Lorsque  Fellipse  se  réduit  A 
son  centre  l'on  a  AP— BDC+CD'+F(B*— 4AC)=0  ;  ce  qui 
donne  la  valeur  F  de  la  constante  dans  f  c  cas  du  minimum. 

III.  Les  mêmes  raisonnements  ont  lieu  pour  un  système 
de  plans  ;  car  la  dislance  d'un  point  à  un  plan  est  aussi  une 
fonction  linéaire  dos  coordonnées  de  ce  point. 

lY.  Dans  le  triangle  ABC,  le  carré  de  la  distance  du  point 

...                 ,^     ,c'^'[6'+c'+2èccosA] 
cherché  au  sommet  A  est  — *•/.,.'     , , i. 


RELATIONS  D'IDENTITÉS 

t%  qfÊ^fAxmM  fimdameniales  relativei  aux  lignu  du  ieeond 
degré  t  polairu  réciproques  (v.  p.  315). 

LXXXY.  Problème.  Etant  données  Téquafion  d'une  courbe 
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plMie  algébrkpie  et  coile  de  la  coaiqoe  direcMoe,  inmtet 
réqoatkm  de  la  polaire  rédproqae. 

SolutUm.  Mtem  données  qa'an  problème  précédent 
(IXXXiy).  Soient  x'^  y  les  coordonnées  d'adifwliftdela 
conrbe  donnée;  la  tangente  en  ce  point  a  poiir  eqnatkm 
Pr+Qx-f-R=0;  P,  Q,  Rwtft  Aes  fonctions tïOttimt»  Se 
^^y^  et  dedegré  m-4  ;  x",  y  étant  les  côordottflfies  éa 
p61e  de  cette  tangente, "pris  par  rapport  àla  directrice^  on  a  : 

y "licT+^-f  pR]  ==  — iK}  +  vT+frTl  (f)  [r.  t.  H;  p.  ÏOS). 

Ëliminant  x\  y  entre  ces  deai  équations,  et  Féqnâtian 
donnée ,  on  obtient  en  x^\  y  Tégoation  de  la  .polaire  ré- 
ciproque. 

Corollaire.  Les  formules  donnent  : 


P      2ety'+^af'+9 


(3) 


Donc  si  réquation  de  la  courbe  est  donnée  en  fonction  de 

P     0 

=- ,  ^,  (ma  de  suite  la  polaire  rédprofM. 

AutremerU.  Rendons  homogène  réquation  de  la  courbe 
donnée  et  celte  de  la  conique  dirèclrice,  en  remplaçant  x 

et^par -et -•(;^.  p.  5),  et  reprétenton»  jpar  f  =  0  et 

z       z 

4»=:0  les  équations  de  la  directrice  et  celle  de  la  polaire 
réciproque;  les  équations  (3)  donnent  : 

—     ^^ÉL     f^— 0 
dx'  *  dîf'      dx^'  '  dz' 


C)  Noos  noas  iemrons  o0iuttmmeni,et  à  desietn ,  de  l'algorithmeleibnilaen 
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d^      d(f       df       djf  

d'if       df       dif       d^ 

d^^  *  d7!^lP  •  ^""*^ 


(♦) 


Pom^nTOlr  ^ôti  chmge  x^y,  !s  en  af\  y^\  %\  et  ainsi 
des  autres. 
Les  denx  premières  équations  donnent  : 

i^     d^     dF      df 

dy  '  da?'    1:5  '^p"""*  ^^^ 

L'éqoatioB  E=0  étant  h(miogène ,  Ton  a  : 
dV       d¥        dF 

Multipliant  donc  la  première  équation  (4)  par  y  et  la  se- 
conde par  j/,  et  les  ajoutant ,  11  vient ,  après  avoir  divisé 
dF 

équation  du  ^eoond  degré  et  qui  remplace  a?afttageusement 
une  équation  (4)  de  degré  m.  L'interprétation  géométrique 
est  que  la  polaire  ffu  point  af',  f^  s"  passe  -parle  polflt 
^^y^^j  elle  est  symétrique  par  rapport  wk%  vitf  iablea  !t 
un  accent  et  ji^eux  aecents  9  «ce  qui  ixuisllttta  la  réciprocité 
polaire. 

Application.  La  courbe  doùnée  est  une  6onique  à  équation 
liexanome  ordinaire;  les  équations  (3)  deviennent  : 


d  pour  désigner  les  dérivées  ;  algorithme  qae  les  professeurs  de  lycée  sont 
tenus  on  conscience  et  dcTralent  être  astreints 'd'enseigner  jUgnorance  chez  les 
éléTes  d'un  symbole  qui  domine  totte  la  solenae  mmU  humtMio*  non  poar 
eux,  mais  pour  leurs  professeurs. 
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Prenant  la  valcar  de  x'  et  y  et  snbstitoant  dans  réqmtiQB 
donnée  qui  devient  divisible  par  2^,  et  eflaçant  les  accenti, 
on  obtient  ré;|aation  suivante  de  la  polaire  réciproque  : 

"(â)+'($)'+'(â)+Kâ)(è) 
-«©(f)-(â)- 

et  frisant  zssi ,  on  a  l'équation  ordinairf. 
Soit  cette  équation  t 

Ay+iyx^+CV+D^s+Fa-z+Pï'rsO, 
on  a  ,  A' = mf + 4r«* + /?•+»*'«»+ Alcpê  -  inxp , 

-2«{p'+4«7), 
D'=4m«+4/'aî+»/.,.+2i'(t.Ç+a^+2il[2m4-«i) 

--2«[2A+f<|, 
F  :s;  4mç"4.ff +A'+4A'açH-4*tÇ— 2«d*. 
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On  oonclnt  C  de  A'  et  F  de  D' en  pernrataDt  /,  k,  «,  I,  eo 
'»  **»  7»  «1  eifriee  versa. 

V  Prenant  pour  origine  nn  foyer  de  la  coorbe  donnée  et 
les  axes  rectangulaires,  alors  l=Pj  n=0,  et  pour  directrice 
nn  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine,  on  a  a==y,  p=^±=i=0, 
ce  qui  donne  A'=4/x%  p=:0,  C'=i/a%  D^SA'aC,  E'=8*«ç, 
F'=:4mç*;  ainsi  la  polaire  réciproque  est  aussi  nn  cercle. 
ir.  p.  315.) 

â*  Soient  Ay+Cjc^  +F  =  0  la  conique  donnée  et 
ay+7a;'+C'=0  la  directrice;  on  a  pour  équalion  delà 
polaire  rédproquc  CFay  +  AFr':tr*+ AC;'  =0.  Pour  que 
celte  polaire  se  conrondc  avec  la  courtM  donnée,  Ton  doit 

A  C      F  C 

avoir  Tr  =  ±~»  p=±:-;  ainstune  ellipse  et  une  hyper- 
bole ayant  mêmes  axes  principaux ,  Tune  de  ces  courbes  étant 
prise  pour  directrice ,  l'autre  sera  elle-même  sa  polaire  réci- 
proque. (T.  t.  V,  368.) 

LXXXTt.  Mélhode  mnénumique.  L'équation  de  la  polaire 
réciproque  peut  s'écrire  sous  une  forme  qui  la  grave  aisé- 
ment dans  la  mémoire. 

Soient  Ar' +(5^^  +  Cx"+D^-fEjps+P»*  =  o, 

les  équations  rendues  homqj^énes  de  la  conique  donnée  et  de 
la  directrice;  Téquation  de  la  polaire  réciproque  est  : 

dA\^)  "^rfli  didjr'^dCXdx)  "^  dBdidz 
,  2rfL  rfT  ^?    ,    dLfdf\      ^  .  ^ 

+-dEdI^+TF[Tz)='^      (^^ 

Ainsi,  dans  Téquâtion  donnée,  on  remplace  les  coefficients 
A ,  B ,  C,  etc. ,  par  ^\  ^ ,  et  les  variables  x, ^,  z,  par 
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^,  7^9  d*  at on dovble  les  rectaDgles;  le  réMAtaf  est 

l'équation  de  la  polaire  réciproque. 

ObservalUm  1.  On  voit  donc  que  tout  polynôme  homogène 
dti  second  degré  h  trois  variables  peut  être  mis  sous  la 
forme  (a)^  f  étant  une  fonction  quelconque  de  même  espèce  ; 
oar  te  fonction  donnée  peut  être  toujours  considérée  comme 
Fëquafion  d'une  polaire  réciproque  par  rapport  à  la  fonc- 
tion <p ,  équation  d'une  conique  directrice. 

Offienaiion  3.  L'équation  de  la  polaire  réciproque,  en  la 
ràsokanf ,  se  met  sous  la  forme 

o^  bien  : 

LXXXVl.  Manière  directe  de  trouver  T^^uofîpn  de  ^ 
polaire  réciproque.  Soient  ar",  y,  zf'  un  point  de  la  polaire  ré- 

ciproque,  la  polaire  de  ce  point  est  :  ^5^+.>'^+2^=0^ 

pour  que  cette  pdaire  soit  tangente  à  la  oonique  domute^ 
on  doit  avoir: 

et  effaçant  les  accents  doubles,  on  a  l'équation  de  la  polaire 
réciproque. 

LXXXYII*  Méthode  méiamorphique.  Lorsque  la  courbe 
donnée  est  une  conique,  nous  avons  vu  ci-dessus  qu'on  par- 
vient à  la  polaire  réciproque  en  remplaçant  or  et  j^  par 

Y     y 

rr-,  ~  ;  Y,  X,  Y, }  X,  étant  des  fonctions  linéaires  de  x  et 

JL      A, 
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de^-,  k  polaire  eédproque  est  donc  on  caa-  partfamlier  de 
tniasforoiatioa  linéaire  et  peut  étse  obtoiae  par  on  procédé 
de  per^McUve.  (^.  t.  Y,  41d.) 

LXXXyiII .  Équation  aux  différences  partielles.  La  courbe 

d^  d^         d^ 

donnée  étant  quelconcgie,  aloca  x  T^+«y5;;ïi+*  jT=  0 

est  la  tangente  à  la  polaire  réciproque  4^  =sO,  an  point  de 
contact  jà'^  y\  &'' ,  et  le  p61e  de  cette  tangente  est  : 

^  dif  df 

XGI.  Soit  F  s  0  l'équation  rendue  homogène  d'une  li^ne. 
de  degré  m,  et  ?  s=  0  l'équation  rendue  homogène  d'une 

ligne  de  degré  n;  si  -^^,  ^  sont  deux  coordonnées  de  la 

première  ligne,  *1oï^**^5^+^^+  ^T^—  ^  (^)  ^^  *'*" 

quation  d'une  droite  dont  on  trouve  Fenveloppe  d'après  les 
principes  eonnus,  et  cette  équation  est  au  plus  du  degré 
;7i(n_l)(/n+7i— 3);  dans  le  cas  de  nss2,  cetfio  enveloppe 
devient  une  polaire  réciproque.  Construisons  la  courbe  re- 
présentée par  réquation  a"*?{-^,r>2^>)—^*T('a!^'>/»«')=^î  cette 
courbe  passe  par  le  point  {ai^y^^  i)^  et  la  tangente  à  cette 
courbe  passant  par  ce  point  est  x 

celte  tangente  est  donc  parallèle  à  la  droite  mobile  (1). 
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Sobstitoan t  ces  valeurs  dans  l'éqnatioii  de  la  courbe  donnée, 
on  a  une  équation  aox  différences  panieltes  da 
ordre  el  de  degré  m ,  dont  IVqualion  de  la  polaire 
proquc  représente  l'intégrale  ;  ainsi  les  polaires  réciproques 
peuvent  servir  à  trouver  l'intégrale  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  à  trois  variables ,  bomogënes  par  rapport 
anx  coefficients  différentiels. 

LXXXIX.  Problème.  Connaissant  Téqualion  mivdoifpê 
d'une  ligne,  trouver  l'équalion  aux  coordonnées  ordinaires 
de  la  p<ilaire  réciproque  et  ensuite  de  la  ligne  donnée. 

Solution.  Soit  F(/7, 9)  «=  0  (  p.  9)  Téqualion  enveloppe  de 
la  courbe  donnée  $7=0  l'équation  de  la  directrice  et  ^  =  0 
l'équation  de  la  polaire  réciproque ,  soit  x",  y  un  pmnt  de 
cette  polaire,  l'équation  de  la  polaire  de  ce  point  est  : 

rff         df        df 

Cette  droite  par  son  mouvement  décrit  la  courbe  donnée  ^ 
donc 

df  df 

Z?  dp 

Ainsi ,  effaçant  les  accents,  l'équation  de  la  polaire  réci- 
proque est  en  coordonnée  ordinaire  : 


et  cherchant  ensuite  la  polaire  réciproque  de  ceUc-d,  en 
obtient  l'équation  des  coordonnées  ordinaires  de  la  ligne 
donnée. 
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jtpplication.  1*  Équation  mvefoppe. 

c'est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  a  in- 
scrite dans  un  angle  7. 

Soit  f=«'+y*— »'8'=0} 

X  Y 

^=pj»   ^'^i;^  ®*  l'équation  de  la  polaire  réciproque 

est  :  r««'(j:«+y-.2jcj.co87)=a*J7y,  où  l'on  peut  faire 
z=\. 

^  Équaiùm  enveloppe. 

c'est  l'équation  enveloppe  de  la  développée  de  l'ellipse 
ay+6V=sa*6V  (axes  rectangulaires)  ; 

soit      v=ay+ftV-.a'ftV=0;   ^^2b'x;  $-=2aV,. 

ax  dy  "^  ' 

2=  — 2a*6's/  P='^9  ^^^i  '  **  ^^^  P^"  équation 
de  la  polaire  réciproque  :  z'(ay+fr6ar')=c*xy,  qui 
appartient  aussi  à  l'hyperbole  «y— 6V=— a'6%  mais 
alors  e=a^^b\ 

Prenons  ç=:j:'+j^'— /'a'.sOj  il  vient  : 
'^»'(^y+*"j?')=c*xy5   faisant  2=1,   r=tf, 

XC.  Cbntgueg  confocaleê.  Une  conique  ayant^ponr  direc- 
trice un  cercle  confocal ,  a  un  second,  cercle  pour  polaire 
réciproque  ;  à  l'aide  de  ce  théorème  {r.  p.  413) ,  une  foule 

•     AMii.  01  matbsv.  vu.  S7 
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de  problèmes  sar  les  coniques  peureût  se  ramener  à  d*aa- 
très  problèmes  sur  le  cercle. 

S'il  s'a^t ,  par  etemplè ,  d^dscrirè  dans  ane  conique  an 
polygone  droonscrit  k  un  polygone  donnée  on  bien  ûû  cir- 
conscrire à  nne  conique  an  polygone  Inserit  dans  on  po- 
lygone donné ,  il  soflSra  de  savoir  résoudre  ce  genre  de 
questions  pour  le- cercle;  de  même  étant  données  deux  co- 
niques ,  ayant  un  fiiyer  en  oommun ,  les  recherches  des 
points  d'intersection  de  ces  coniques,  ou  des  tangentes  com- 
munesi  n'exigent  que  les  solutions  des  mêmes  questiotis  pour 
deux  cercles.  On  sait ,  depuis  Newton ,  que  la  con^trliction 
du  cercle  tangekit  à  trois  cercles ,  s'efifeclue  par  l'Intersection 
de  deux  coniques  contocales  ;  intersection  qu'on  obtient  géo- 
métriquement ,  sans  avoir  besoin  de  décrire  les  coniques,  en 
menant  des  tangentes  communes  à  deux  cercles. 

XGL  Méthode  des  homogènes^  applicatioi^  aux  lignes  du 
troisième  degré.  Soit  t*=0  l'éqnatlon  rendue  homogène  de 
la  ligne  donnée,  f  «^  0  Téquatiou  également  homogène  de  la 
conique  directrice  (LXXXIY),  soit  :r',y,  z'  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  polaire  i^éolproque,  on  a  (LXXX  Y)  : 

dF       ,dF        dF 
On  en  dédait  linéairement  : 

€iZ 
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Poioii» 

dF  dF  dF 

— +;,x.  =  0;    _+^.=aO;    ^+pz,=0.      (1) 

X, ,  ^, ,  z,  soDt  des  Ibtietiotis  linéfttri^  étt  :r^,  y,  z';  on  dé- 
dait  de  ces  trois  équations,  |Kir  le  théorème  des  homogèoes  : 

•^j?.+jcr.+«2.teO.  ••        (2) 

EUminanl  x^y^z^  p^  entre  deux  das  éqoations  (1)  »  Té- 
qnation  (2) et  F=0.  On  anra  une  équation  entre  x^^y,^  s., 
et  par  conséquent  entre  jr^^y,  z'. 

Nous  allons  suivre  pour  Féquationdu  troisième  degré  la 
marche  de  M.  Arthur  Gayley  (the  (kmbridge  and  Dublin 
nudkenuUical  Journal,  t.  r%  p.  97|  1846,  deuxième  série). 

Soit  F=raU*=aa:'+^'+dz»+3»yz+ 

+ 3yya:+3*x>+  3»>»'+ 3/  «j:*4-  U^Jiy'+eixyz  =  0 , 

l'équation  (2)  fouririt  :  <r*x.+4r^^.4-ccM«aB09 

xr^.+yr,  +^22.=  0  5  xzx.+jrzy.+i'zy,  =  0. 

Ces  trois  équations  sont  homogènes  et  du  second  degré 
en  x,  ^,  z  ;  de  même  les  équations  (i)! 

Si  Ton  avait  encore  une  équation  «  =  0  de  ce  genre ,  on 
pourrait  éliminer  linéairement  de  ces  sept  équations  les 
sept  quantités  x*,  y,  z\  xyy  xz^yz^p. 

Voici  comment  l'auteur  se  procure  cette  septième  équation. 

Faisons 

5?=^'   ^^^'^^    d^z"^^^' 

=  2N. 

dz"" 

L,  M,  O,  R,  S,  T  sont  homogènes  du  i""'  degré  en  y^  x^  z. 
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Les  éqaatioDS  (1)  donnent,  d'après  le  principe  des  ho- 
mogènes : 

Lr+T^+Sz+/ia:.=0, 

&r  +  V+Na+/?a.  =  0. 

An  DMyeu  de  ces  équations  et  de  l'équation  (2) ,  on  peat 
éliminer  linéairement  x^y^  a,  /? ,  et  Ton  obtient  nne  équa- 
tion homogène  du  V^  degré;  car  les  termes  tels  que  LMNdu 
3"^  degré  se  trouvent  an  dénominateur  dans  les  valeurs  de 
x^  J^  et  s ,  et  s'en  vont  ;  ces  valeurs  étant  substituées  dans 
l'équation  (2),  on  a  la  fonction  cramérienne  : 

iL,  T,  S,  j:„  1 
S,  R,  N,  z.,  J 

fonction  qui  a  cette  forme  : 

4^  =  A  j:*+  1î>^'+  C5'+  2F^z  +  tXàxz  +  Axy  =  0. 

Skk  trouve  dans  le  mémoire  cité  les  valeurs  des  six  quan- 
tités A,  B,  G,  F,  G,  H  calculées  en  fonction  des  coefficients 
de  l'équation  U  =  0  et  j:.  ,  ^. ,  z,  ;  ensuite,  on  effectue  l'éli- 
mination ci-dessus  indiquée^  et  Ton  arrive  à  une  équation  du 
6"^  degré  en  x,,^,,  z.,  équation  qui  occupant  trois  pages 
et  demie  in-S*",  nous  ne  pouvons  pas  la  transcrire  ;  mais  il 
est  utile  de  savoir  que  ce  résultat  existe  tout  calculé  ;  il 
peut  servir  à  vérifier  des  cas  particuliers.  On  voit  dpnorî 
que  cette  équation  ordonnée  par  rapport  à^^  ^xy^x^  con- 
tient 28  termes  polynômes ,  mais  il  suffit  d'en  calculer  7  ; 
les  21  autres  s'en  déduisent  par  de  simples  mutations  de 
lettres. 
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PROBLÈME  GOMBINATOIRE. 


Lieendé  es  seiences  mathématiqnet  et  physiques. 


On  a  21  cartesfqa'on  distribue  3  par  3  en  3  paqaets  de 
7  cartes;  on  Tait  penser  une  carte,  et  on  demande  le  paquet 
qoi  la  contient,  et  on  le  place  au  milieu  du  paquet  total- 
formé  par  les  3  paquets  :  on  fait  la  même  distribution  une 
2"*  fois,  on  demande  le  paquet,  on  le  place  au  milieu  : 
on  fait  une  3"*  distribution,  et  on  place  le  paquet  de  la  carte 
au  milieu.  La  carte  se  trouve  au  milieu  du  paquet  total, 
c'est-à-dire  au  onzième  rang. 

Ce  fait  est  général  pour  2  m-f- 1  paquets  composés  de  2  n 
4-1  cartes.  Suivant  les  valeurs  relatives  de  m  eti»,  il  arrive 
après  la  seconde,  la  troisième  ou  la  p^>M  distribution. 

Après  la  première,  la  carte  est  dans  le  (m-f  l)^me  paquet, 
au  ranjg  q.  Nous  supposerons  q>n-^\  •,  s'il  lui  était  ^al ,  le 
fait  aurait  déjà  eu  lieu  ;  s'il  lui  était  inférieur,  la  distribution 
commencée  par  la  dernière  carte  du  paquet  total  nous  ferait 
retomber  dans  le  cas  que  nous  examinons.  Prenons  pour  q 
sa  valeur  maximum  2n-j- 1. 

Si  n  =  dû  <Cm,  à  la  seconde  distribution,  toutes  les  cartes 
des  m  premiers  paquets  et  les  i»  4-1  premières  cartes  du 
{m+if^  paqaet  étant  distribuées,  la  carte  viendra  occuper 
le  (n4-l)*>»«  rang  dans  l'an  des  m  derniers  paquets  que 
forme  cette  seconde  distribution.  Le  fait  a  eu  lieu  après  la 
seconde  distribution. 

Si  n  >  /n,  à  une  distribution  quelconque,  la  carie  viendra 
occuper  le  (/»4-  i^^^  ^^%  t  ^î  ^11®  ^^  distante  do  la  carte  du 
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milieu  d'un  nombre  de  rangs  égal  ou  inférieur  à  m,  et  le 
(/t  4- 1  -f  /n)^>»«  rang,  si  elle  en  est  distante,  d'un  nombre  égal 
ou  inférieur  à  m  -f  m  (9m4'  <)•  Si  doue  on  a  les  inégalités 
n>m  et<m+m(2m-l-!)ouégal,  ce  sera  après  la  troi- 
sième distribution  que  la  carte  ooeupera  le  (n  +  l)^>n«  rang« 
Ainsi,  pour  3  paquets  de  7  cartes,  m=i  et  /t=3,  et  l'on  a  bien 
3>>  1  et  <;  4;  pour  7  paquets  de  49  cartes,m=  Sein=2ij 
et  l'on  a  bien  24  >  3  et  =24',  pour  2m  4-1  paquets  de 
(2m4- 1)'  cartes ,  on  a  it  =  2m'  4-2'»,  et  Ton  a  bien  2m*  + 
îm>  m  et  =m+(2m-|-1)m. 

SI  it  >  m  4-  m  (2m  -|- 1),  après  la  seconde  distribution ,  la 
carte  aura  dans  son  paquet  un  rang  supérieur  à  n-|- 1  4*^9 
et  après  la  troisième  distribution,  ne  pourra  occuper  le  rang 
it-f-l-  Elle  y  viendra  après  la  quatrième,  si  après  la  troi- 
sième elle  occupe  un  rang  supérieur  à  n'\-i^m  et  inférieur 
ou  égal  à  n-|- 1 4-2m,  c'est-à-dire  si  après  la  seconde  die 
occupe  un  rang  inférieur  ou  égal  à  n  -|-14'  /n  4-2m(2m^i}; 
si  donc  ;i>>m4'>(2m4- i)  et  <  m4-2m(2m4*f)  oa 
égal ,  le  fait  aura  lieu  après  la  quatrième  distribution. 

En  général,  le  fait  a  lieu  après  la  p^«  distribution 
pour  n>m4-(p  — 3)m(2m4-i)  et  <m+(/i-^2)i» 
(2m-f-l)ouégal. 


SECONDE  DÉMONSTRATION 
du  iUûrim de  Nettoll  Êur  le$  iittfmfioi9$iy,]p,  38$) 


Lemme.  i.  K+^n^+"*'  P«-p  +••••  Po=0  (1)  étant 
équation  de  degré  n,  P^  renferme  les  t^tnes  de  degré  n  et 
ainsi  des  autres.  Si  Ton  compose  une  fonction  symétrique 
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entière  de  degré/»  avec  les  n  ç^rn^nts,  comptés  de  l'origiiie 
sar  no  des  axes  coordonnés,  la  valeur  de  cette  foncUon 
dépood  4a  poeQcionis  qui  |o  Irouvent  dans  les  foncUons  < 

Corollaire  1 .  La  valeur  de  cette  fonction  ne  change  donc  pas 
pour  deux  courbes  qui'  ont  les  tefmes  P^+P,^-f-...+P|»-p 
en  commun. 

Corollaire  2.  L'équation  qui  renferme  le  système  des 
asymptotes  à  la  courbe  a  avec  elle  en  commun  P»+P»^ 
donc;i  =  1  ;  et  désignant  la  fonction  symétrique  du  1*'  degré 
par  SX  pour  les  asymptotes  et  par  £jr  pour  la  courbe, 
on  a  zX=Sa:  ou  bien  S(X — x)  =  0;  c'est  le  théorème 
de  Newton  ;  car  une  sécante  quelconque  peut  être  prise  pour 
axe  des  jc. 

Corollaire  3.  Les  intersections  de-  deu  courbes  ayant  en 
commun  les  ;? -{- 1  '  P^^^'^î^i's  polynômes  sont  évidemment 
sur  unec4)urbo  de  degvé  n — p — 1  ;  donc  si  /»  =  !,  les  in- 
tersections sont  sur  une  ligne  de  degré  n*— »a  ;  par  oonséquenl 
sur  une  droite  pour  les  lignes  du  troisième  ordre  et  suv  une 
conique  pour  une  ligne  du  quatrième  ordre. 

2.  M.  Plucker  dans  son  Traité  de  géométrie  analytique 
de  1835  {\  a  donné  la  discussion  et  la  théorie  des  propriétés 
les  pluscomplètes  des  courbes  du  troisième  ordre  ;  en  prenant 
pour  axes  des  coordonnés  la  droite  des  intersections  asymp- 
totiques  ,  on  simplifie  l'équatian  et  on  fapiljtQ  1d3  d^mon^ 
strations.  Nous  ne  inentionnons  pour  le  moment  que  cette 
proposition,  SpitU=ç:Q  l'équation  rendre  homogèae  d'une 


(')  System  der  tnalytischei^  géométrie  aaf  neue  betrachturgen  gegrundet  ond 
iosbesendere  eine  ausfuhrliche  théorie  der  curven  dritten  ordnong  entbtltend. 
BonQi  1^95 ,  ii}r4.,  32^  p.  Sytléme  de  géonélrie  analytique  fQndé  sur  d«  D«fi- 
f  elles  considérations ,  et  coulenanl  en  particulier  une  théorie  complète  des 
courbes  du  troisième  ordre. 
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ligne  de  Tordre  n  ;  si  ces  trois  équations  subsistent  --^—=0; 

dV  rfU 

— sO  ;  ^— =0,  la  courbe  a  des  points  multiples;  ces  poials 

itU     dV     dV 
satisfont  donc  à  l'équation  ^ — (-  -^ — |-  —  s=  o  ;   donc  les 

points  multiples  sont  sur  que  ligne  d'ordre  n^i,  par  con- 
séquent sur  une  conique  dans  une  courbe  du  troisième 
degré. 


NOTE  RECTIFICATIVE, 
relative  d  la  queetion  97  (t.  VI,  p.  399). 

9AM  M.XBXTIOW, 


«  Couper  uu  triangle  par  une  transversale,  de  manière 
que  trois  segments  non  consécutifs  soient  égaux.  » 

Voici  quelques  remarques  pour  servir  derectificatioD  it  la 
note  dc^la  page  399 ,  tome  VI. 

Dans  tous  les  cas  qui  se  présentent ,  on  est  ramené  aux 
équations 

(1)  2pa?'— a<a6  +  ac  +  6c)  +  ii6c  =  0, 

2(p — a)x*  +  x(ab  +  ac-^bc)'^abc  =  0^ 

et  deux  autres  de  cette  seconde  espèce. 


\/7  i/r  (/Kl/*    v/T  i/r' 


-k>.-4=--  ' 


V^       )/a      \/b 

Telles  sont  les  conditions  do  réalité  de  racines  de  l'équa- 
tion (t). 
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La  sécante  cherchée  est  tangente  à  trois  paraboles  :  on  est 
en  effet  conduit,  par  des  considérations  tréMimples,  à  eher^ 
cher  l'enveloppe  des  droites  mobiles  qui  sont  divisées  en 
deux  parties  égales  par  une  ligne  donnée  ^  comprise  entre 
deux  antres  fixes  (*). 


NOTE 

0    -. 
les  valeurê qui  96  f^éêefUmi  80U$  la  forme  --9  ^,  OXop, 

1*^9  0%  00%  dans  les  fonctions  à  une  seule  variable. 


9AM  M.  G -H.  VIBTnrO&OSKI, 

RépéUteor  ao  Ijeée  Hong«. 


On  peut  être  embarrassé  aux  examens  par  les  expressions 

0  » 
qui  prennent  la  forme  dlndétermination-,^^  etc.   Une 

simple  transformation  lève  quelquefois  la  difficulté;  mais  ces 
artifices  ne  réussissent  pas  toujours.  Pour  obvier  à  cet  in- 
convénient, je  crois  utile  de  donner  aux  candidats  la  méthode 
fondée  sur  les  dérivées. 

Soient  x  la  variable  et j^  la  fonction,  liées  par^=/(x)  $ 
hcik  étant  les  accroissements  respectifs ,  on  a ,  comme  on 
sait  * 

f  est  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra  et  s'annulant 
avec  h  i/*(x)  est  ce  qu'on  appelle  la  dérivée  de/(x),  c'est  la 
limite  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable. 


(*)  La  ligne  donnée  sera ,  par  exemple ,  une  de  celles  qui  passent  par  les  mi- 
lieux des  cdtés  et  interceptent  dans  les  angles  do  triangle  ou  les  adjacents  des 
triangles  isocèles.  Les  deux  lignes  fixes  seraient  deux  edtés  do  triangle. 
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Oh  sait  aoisl  que  cette  limite  existe  trajmirs»  quelle  q«e 
^^/{^'i  ^n  d'antres  termes,  que  tonte  fonction  a  sa  dérivée. 
On  tire  4e  Péqnatkw  précédente  i 

Ax+  A)=/(x)+  A|/'(x)  +  .|  (1) 

Ççla  posé,  soit  *^^  la  fraction  devenant  -  ponr  x^a. 

Pour  avoir  la  véritable  val^qr  M  ^^  i  observons  qu'en 
vertu  ^  (1)  on  a  : 

Et  comme /(a)  =  0,  F(ii)aBO,  il  riendrn,  en  supprimant  le 
facteur  h  : 

qaçlf  ne  pçUt  qne  sqK  h  j  floBÇ  ppur  ^=9,  Qn  nor»  : 


ir  avoir  la  vTf 
[,  il  faut  prendre  le  rapport  des  dérivées  de  ses  deux 


Paf  cQPiéqwiit ,  pow  avoir  la  vraie  v^nr  dp  la  fraction 

twmeietjf^irQ  «r^Fa, 

Si  ce  dernier  rapport  devient  encore  -- ,  on  conçoit  bien 
qu'il  faudra  le  traiter  de  même,  c'est-à-dire  prendre  de 
nwvcau  1^  dérivtef»  de  m»  dem^  term^  ^  y  fair^  jr»i  ; 
e|  niusi  de  si|iiii ,  et  si  PQ  pMt  arriTcr  h  dow  dériTcp  m 
a'aiwiilaAt  paa  à  la  Coisi  leur  rapport  »^a  la  vr»ie  vataur 
de  la  fraction  proposée, 

C«ite  mk  ^i^tçtid  4M  c^  où  ^p^  dçvicnt  £  pour  -v^i* 
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t      . 

Et  cominey];a]s=  » ,  F(a)=:  « ,  ^c,  le  dernier  rapport 
deveiiant  -,  on  peot  lai  appliquer  la  règle  de  (2).  Or  le 

rapport  des  dérivées  de  ses  deo^  (mpes  «t  : 

F'(x) 

-^7^^,011  bien  en  cCfectnant  les  calculs,  j|rT^j  Xj57J)î 
donc  en  terta  de  (a) , 

Actaellement,  si  la  vraie  valeur  àa'^^  n'est  ni  0  ni  »  , 

'  F(a)  ' 

en  sapprimant  le  r«ietear  commun ,  il  vient  : 

F(a)  ^  /' (a)  ^'^  "^    F(a)       F  (a)*        ^'^ 

5f  InTateor  fie  |^  e«tD,  et)e  cas  oùeDeeal  m  s^ 

ramène  à  cdui-ci  eu  reoyeraant  la  fractioD ,  yoki  comment 
M.  UonTillc  op6re  [Journal  de  fnaihémaHqwê|^^r9$y  t  TIII)  .* 

ajoutons  à  la  fraction  -^^  supposée  nulle  pour  a?asa,  la 

constante  C,  la  sonime  wa  : 

/(x)+CF(ar) 

F(j:)-        • 

Or  pour  x=a  cette  fraction  devient  — ,  Qt  ooipnie  alors 
sa  valeur  est  précisément  la  constanle  G  qui  n'est  ni  0  ni  oo , 
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on  poorra  loi  appliquer  la  règle  (3) ,  c'est-à-dire  prendre 
le  rapport  des  dérivées,  qni  est  : 

ce  qni  donne.        Cs^^^^+C  d'où  ^£7^=0. 

etparsmte:        f(J)-f?(^- 

Par  oonséqnent ,  quelle  que  soit  la  valeor  de  =7-;=  ~ , 
la  règle  est  la  même. 

"■^--""^ ^=^-    ^  (•) 

Il  7  a  id  nne  remarqae  importante  h  faire  sur  -  et  ^. 

0       0^ 

Tontes  les  fois  qne  la  valenr  de  \^]  !  est  déterminée , 

^  F  (a) 

comme  c'est  celle  de  ^7-^»  cette  dernière  est  anssi  déter- 
minée  $  mais  la  réciproque  n'est  pas  Traie.  La  yraie  yalenr 
de  ^^^,  ot>serTe  M.  LionyiUe,  peut  être  déterminée  et 

ce\le  de  \J;  l  rester  essentiellement  indéterminée.  Ainsi 

F' (a) 

pour  j?=  00  la  vraie  valeur  de  : 

or+cosa:  .    »x    .  ^ 

— — : — ,  qni  peut  s  écrire  ; — 

x+siar'  ^     ^  sinjc 

X 

est  rnnité^  tandis  que  le  rapport  des  dérivées  des  deux 

termes   -^ reste  tout  à  fait  indéterminé.  C'est  ce  qu'on 

l+cusx 
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Toit,  da  reste,  en  faisant  x=2kit+a  et  k=(x>y  a  étant 

compris  entre  0  et  ^.  Par  là  le  rapport  des  dérivées  de- 

vient  r-r- .  Quantité  évidemment  indéterminée. 

jipplieaHans.  On  suppose  ici  que  les  candidats  savent 
prendre  la  dérivée  d'une  fonction  algébrique  et  des  transcen- 
dantes sin<r,  cosoTy  Xgx,  Lr,  a'. 

devient  -  pour  x=0;  le  rapport  des  dérivées  est 

^îûfcP    _  cosa:      .    .        sinO     ^    -,  „  ..  jx-^ 

Plus  généralement,  — ;^  devient  -  pour  xssO.  Le  rap- 

*  j           j^^  X         iwsîn*"'arco8J:      ^  0    -^  . 

port  de  ses  dérivées,   =-- est  encore  -.  Mata 

comme  <fest  — ;p7-  qui  devient  r ,  prenant  les  dérivées  de 

.                          (/n— l)sin*^aH»8jr  «...     .      _.„ 
ses  tenues,  on  aura  ^ — ,  ^,  v-, •  Traitant  pareille- 

{n — ijj? 

8În*"^jr 
inent  — s=7-  et  les  suivants,  comme  nt  et  n  sont  entiers, 

X 

on  voit  facilement  que  la  vraie  valeur  de  — s-  poor  x=0 

X 

serai)  0,  ouoo  selonqnemsA^m^/», m<;ii. 
2-  *. 

Pour  j:  =  00  — Li  ^  ^  est  ^ .  Le  rapport  de  ses  dérivées 


(*)  J'emploie  une  seale  lellre  L  pour  indiquer  les  logarithmes  i^épériênê. 
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est  5=r-^=^ — r-  c*  devient  — .  Mab  en  aOuit 

juaqa'aa  rapport  des  n<^««'  dérivées^  on  aora  : 

-^ — .- ^  —  =0  pour  X  =  oo;  donc  -^-'=^0  poor  x=flo . 

Gela  devait  être,  nn  nombre  crott  plus  rapidement  que  son 
logarithme. 

pf  devient  —  pour  a:=ae.    Le  rapport  des  dérivées , 

,^9  est  encore  — .  Poursuivant  jusqu'aux  !»<*«"  dérivées 

e*  ^        ^ 

11(11—1). 
IMieiilielle  croti  plus  rapidement  que  le  nombre.  En  cber* 

diant  les  asymptotes  de  la  courbe  p= '-,    on    a  , 


on  a  — — rr — 7=00.  Donc  — =  =  oo  pour  a:=oo.  L*ex- 
(n — l)...l  X  "^ 


comme  on  sait  :  ^=psin(o)— »*),  »'=:^(2Ar-f  i). 
Posant  »—»'==• ,  il  vient  9= — jjr*»  V^i  est  - 

pour  t=0.  Qr  le  rapport  des  dérivées , 

(— — devient  -^,  donc  Um9=: — (*). 

S»  OX». 

On  ffMnèoe  ce  cas  à  l'un  des  deux  préoédenis.  EU  efhl^ 

/•(x)xP(jr)afc^teî^  et  si  /(4I)b=0,  F(a)teto,  on 

0      œ 
aura  0  x  oo  =r  »  ^  •  Mais  il  n'est  pas  iodiffi&rent  de  pren- 
dre Tune  ou  l'autre  forme. 

n  Voir  Bertrand,  loumtl  de  Lionrllle,  VI,  is,  IMI.  Tn. 
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Ainsi ,  0«  x^  détient  «ft  .0  poar  ar=0.  Si  on  récrit  : 
— j-  et  qu'on  (ireline  le  rap^rt  des  dérivées  on  a    ? 

— '"^     ,  sB^ ,  ce  qai  montre  qa'on  ne  fédssira 

pas  de  là  sorte.  Mettons  alors  le  produit  proposé  S6us 

1 

la   forme    -ts  >  et  prenons  le  rapport  des  dérivées ,  il 

X 

ne^x""*^        ne*"  ^ 

viendra  -=— -= — zsra;  actuellement  si  m^»  ce 

rapport  est  ao;  si  iit>i»  on  prendra  de  nouveau  les  dé- 

1 

rivées  et  Fon  aura    ■       ^\.jès^\  en  poursuivant,  on 

voit  bien  que»  quels  que  soient  m  et  it»  lé  produit  e*"  Xx"* 
est  toujours  oo ,  pour  xs^O. . 
4*  Symboles  d'indéterittination  :  1=^:*,  0%  oo«. 

.  JL  dr— 

X  «-«  devient  !=*=•  pour  x=i.  Posons  i^ssx  «-  »,  de  là 

Lp=  db— —  ;  on  estainsi  ramené  au  symbole  -.  Or  le  rap- 
X — 1  ^ 

port  des  dôrtvôeê  de  j—j- étant  |,wapoiirâ?t2if 

L.x*«-ï=±t,  et  par  suite,  l^-âBesisâ. 
II  ne  s'ensuit  pas  cependant  qu'une  foncUon  de  x  devenant 

X      Y 
vient  !+•  pour  x=0.  Or 
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-L(x+l)-li_    •       X 0 


4^]==- 


L..  .   _  -^. 

X  0 

Prenant  saccessiTcmenl  le  rapport  des  dérivées,  on  a  pour 
x=0: 

X-  (x+1)  L(x+1)  ^  -LÇx+i) 

x{x-\-i)  L(x+1)        (x+i)  L(x-^i)-\-xU.x-\-i)+x 
1 
x  +  i  i 


1     ■"      2' 

2+2L{x+l)-' 


x+i 
donc 

et  par  suite 

rM«±L)]J.o„bicnl^.=e-5=J-. 

L     0    J  yl 

[sin  «2rl  •• 
«=!•  pour  j:=:0;  or 

Prenant  les  rapporls  des  dérivées  successives ,  on  aurs 
pour  X=:0  i 

xcùsx — sinx_      — sinj:       j:cosx-|-8inx 

xsïax       ""xcosx+sinj;  Soosx  —  xsinx"" 

donc,  pour  x^Oi 

^  /sin  j:\i-  /sinar\i 

^{^^f  =  ^*  etparsuite  / -— \«,  oubien  1*=i. 

x^  devient  0»  pour  j:  =  0  ;  or  L.x'=sxLx.  On  est  ramené 
au  symbole  Ox  ». 
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Ecrivant  le  produit  j:Lx  sous  la  forme  — ::- .  et  prenant  le 
rapport  des  dérivées ,  il  vient . 

JO 

=r=— J^; 


donc,  pour  x=0 ,  L.jc*=r0,  et  par  suite  0'=1. 
Une  expression  peut  prendre  accidentellement  la  forme 

0*,  comme  v  A:**"*~^  j    pour  a?=0;  mais  il  suflBt  d'effectuer 


1 


les  calculs,  et  l'on  a  :  ^'■^""*=A:"*"""*=0  pour  j:=0. 

Si  Ton  admettait,  dit  M.  Terquem,  que  0""  soit  con- 
stamment égal  à  1  ^  on  serait  conduit  à  cette  conclusion  ab- 
surde, que  dans  la  surface  transcendante  z=«r*,  tout  Taxe 
des  j^  appartient  à  la  surface  excepté  le  point  servant  d'ori- 
gine. »  Dans  ce  cas  z  =  x^  :=z  0»  désigne  z  indéterminé.  — * 
(Voyez  les  Nùuv.  Annal,  de  Math,  y  tome  YI ,  p.  109  et  391 .) 

x*  devîentoo  *  pour  x  =oo .  Or  L.  j:*  =  —  =  — .  et  comme  le 
cap  port  des  dérivées ,  pour  la  même  valeur  de  x ,  est  -  »  0; 

donc  pour  j:=  od;  L.  x*  =  0 ,  par  conséquent  3:*  ^^  ™®"* 
oc*»=1. 

Si  l'on  demandait  la  valeur  de  (Lr)*  qui  devient  (—  od)* 
pour  j:  =  0 ,  comme  L(—  oo)  est  imaginaire,  pour  l'éviter 
il  snflSt  de  poser  j:  =  S^  et  de  faire  ^  =  0.  On  aura  ainsi 

L.  LV2r)        » 
(Lx)-  =  \y{2y)-\\  Or  L.  \L\^)?  =    — fr^  =  - 

pour^=:0;  le  rapport  de  ses  dérivées  est 


—  y-  L(S!r) 

AllH.nlllATH<IC.VII.  38 
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Donc  pour  y=0,  L.  [L'(2r)7=0 ,  el  par  suite  [L*(2j)r, 
ou  bien  (Lr)*  =  od«  =  i. 

Il  est  à  remarquer  qu'on  obtiendra  le  même  résultat  en 
opérant  directement  sur  [L{x)Y  et  en  prenant  le  logarithme 
quoiqu'il  soit  imaginaire  (1). 

b""  Il  estdair  que  l'on  ne  pourra  pas  lever  Tindétermina- 
tion  par  les  dérivées  si  celles-ci  restent  con^tamment  et  à  la 
fois  nulles  ou  infinies  pour  la  valeur  de  jt  de  la  question. 

Ainsi  pour  x=0  on  a  : 

a*»         00  ^  .      .,  .    .  «La.  a**jr^        oo 
=z=  — .Le  rapport  des  dérivées  est  — 

I  00 


1 


00 


comme  l'exponentielle  l'emporte  (§2*) ,  il  est  aisé  de  voir 

00 

que  les  rapports  successifs  des  dérivées  seront  toujours  ^, 

1 

et  l'on  n'en  pourra  pas  avoir  la  vraie  valeur.  Pour  — -^ 

ces  rapports  se  présentent  constamment  •-.  11  faut  alors  un 
artifice  de  calcul.  Dans  le  cas  actuel  il  suffit  de  prendre  la 

logarithme  ;'on  a  L.  —7-  = —  La U.  et  selon   que 

m  ^  n  ce  logarithme  est  ±  oc  pour  j:  =  0  j  et  par  suite  le 

nombre  sera  +  00  ou 0  :  si  m  =  n  alors,  selon  que  a^ ^» 

le  logarithme  sera  :±:  00 ,  par  suite  son  nombre  -f  ^  ou  0. 
Le  dernier  résultat  s'obtient  directement ,  car  si  m  &=:  a  , 

— i— : 

(')  11  est  i  soobtiler  que  dans  ce  recueil  on  démontre  qae,  tonte  quantité 
a  ane  infinité  de. logarithmes  imaginaires,  et  que  la  quantité  jrastltvs  teufs  a 
un  logarithme  réel  et  une  inSnité  d'imaginaires.  (T.  t.  V,  p.  79,  for.  lo.) 
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-—  ^  { I  )     ®*  ''^"  ^  évidemmeDl  +  oo  oa  0 ,  selon  qae 

Lorsqa'ane  expression  contient  ides  radicau,  4'cmploi 
des  dérivées ,  pour  en  lever  rindétermination  ,'peut  ne  plus 

40         0 

réasâr  en  donnant  constamment  —  ou  -. 

00       0 

Ainsi,  on  réussit  bien  dans  l'exemple  suivant  contenant 
trois|radicaux,  et  l'on  a  pour  or  ==  1 

0_x  — l-j-Çj: — 1)  __2     ^  3  '__  î 

tandis  que  Ton  ne  peut  plus  (lever  lindétermination  par  la 
règle  des  dérivées  dans  l'exemple  suivant,  qui  ne  contient 
que  deux  radicaux  ;  car  on  a ,  pour  âp=  a, 

_i  -s 

Q — n="^ — T^ .,  '   ,t  ■=-=!' 

Il  faut  alors  recourir  à  un  artifice  de  calcul.  Or,  comme 
x=za  annule  les  deux  termes,  substituons  jc  =  ^ï4-  A;  les 
réductions  faites ,  divisons  par  la  plus  petite  puissance  de  A, 
après  quoi  faisons  A  =  0  ;  le  résultat  sera  la  valeur  cherchée. 
On  aura  ainsi  : 

1  X      X 

r-"*» î =2(a+A)«À*==0  pour  A»0. 

(a+A—a)'  A* 
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Od  trouvera  de  même  pour  x= — a 

Comme  on  voit ,  ce  procédé  revient ,  dans  les  fonctions 
algébriques ,  à  leur  ôter  les  racines  communes. 
Soit  pour  dernier  exemple  : 

s  8  1 

t i 1-j- =-  pour  x=l. 

sin'{j:— 1)+^  *-' 

Substituant  x=l-f  A  et  divisant  par  A',  il  vient  : 

s  9      11 

L»jH±)+(— 2+À)*A"(cosA)* 

t 

; ; =1  pour  A-=0, 


.ln^.«»^,i 


•   ^     A 
A» 

1 


car  pour  /*=0,  — ^-j — ^=1 ,  cos*à=1,  -7-=*,  t    =®- 


QUESTION  D'EXAMEN 
mr  la  rinuiMde. 

Problème.  Trouver  Taire  d*une  sinussoïde. 

Solution.  Soit  ^=sinx  l'équation  donnée,  axes  rec- 
tangles ;  cherchons  l'aire  comprise  entre  les  deux  ordMinées 
^■9  /•>  correspondant  aux  abscisses  x,,  a:.;  divisons  Tinter- 
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valle  :r.— x.enn-f  1  parties  égales,  et  faisons  j:,— a:,=(n+l)A$ 
l'aire  chercbée  est  évidemment  la  limite  de  la  suite  : 

A[8lna:,+sin(j:,+ A)  +8În  {jr.+ A)  + ...  sin  [x,+nh)] 
Asin(j:.+^)sin^(n+i) 


.    h 
sm^ 


.(f^.l.III,p.523). 


Or,  -^=— ^ — ô^ ;  substituant  cette  valeur,  et  faisant  en- 
suite À=0  et  — 7=âf  il  vient  pour  Faire  cherdiée: 
sm- 

2  sin  5( Jr,-f  Jc.)  sin  -  ( j:,— j:,)  ;  et  lorsque  x,^  0 ,  l'aire  devient 

1  —  oos  X,}  c^est  ce  que  donne  immédiatement  le  calcul  in- 
tégral. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 

9ur  des  lieux  géométriques  polaires. 

I.  Notation.  Nous  désignons  par  Pr  la  fonction  homogène 
de  deux  variaMes  x,  y  Ae  degré  r,  et  par  Qr  la  fonction 
homogène  trigonoinétrique  de  degré  r  suivante  : 

A  sin>  4-  B  sin'^^p  cos  y + C  sin'^ç  cos  >  -j- . . .  R  sîn'<p  cos*""'!? 

+  S  sin<p  cos*^f  +  T  cos^ , 

où  A,  fi,  G...  R,  S ,  T  sont  des  constantes  données. 

II.SoitPm  +  P«-i  +  P»i^+...P2+Pi+Po=0(l) 
l'équation  d'une  ligne  plane  de  degré  m ,  axes  rectangu- 
laires ;  prenant  l'origine  pour  pôle  et  Taxe  des  x  pour  axe 
polnire,  l'équation  polaire  de  la  courbe  est 

»*Qi»+«*"'Q«-i  +  2"^'Qii*-2+...a'Q2  +  *Qt+Po=o  f2). 
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III.  Problème.  Par  un  polkit  fin  doDoédmilepland'l 
courbe  dû  degré  m ,  on  mène  une  sdcadte  qui  la  rmoontrc  du  m 
poînU  ;  sur  celte  séoante,  on  prend  un  point  tel  qoe  sa  dis^ 
tance  an  point  fixe  soit  égale  à  la  somme  des  distances  de 
l'origine  aux  points  d'Intersection;  trobver  le  lieu  de  .ce 
point. 

Solution.  Prenons  le  point  fixe  pour  origine  et  les  axes 
rectangulaires;  soient  (1;  et  (2)  l'équatlofi  aux  ooorddluiéca 
rectangulaires  et  l'équation  polaire  de  la  courbe;  pour  la 
même  taleut*  f ,  la  somme  de  tôutas  les  valeurs  de  s  art 

— ^^^  ;  donc  Téquation  polaire  de  là  courbe  cherchée  est 

d'où  P^4-Pm-i  =  O9  équation  aux  coordonnées  rectangu- 
laires. 

IV.  Problème.  Mém»  données;  trouver  un  point  tel  que 
le  carré  de  sa  distance  à  l'origine  soit  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  distances  de  l'origine  aux  m  points  d'intersectk». 

Solution,  On  a 

,     (Tm^,  ^  gQmQm-^2  _  t\  [jT^^^j  ^  ^f^^^mQm^] 

»'[P',H^i^2PJ^»^t] 
d'où  Pm*  +  ^PmPm^2  -*  Pi»^i  «  0. 

y.  Problème.  Mêmes  données;  trouver  on  point  tel  que 
sa  distance  réciproque  à  l'origine  soit  égale  à  la  somme  des 
dislances  réciproques  des  points  d'intersection  à  l'origine. 

Solution.  Dans  l'équatioii  (â)  remplaçons  s  par  -,  on  eb*- 

lient 

Po^"  +  Qi5"^  +  9a»"^H -.Qui ««  0  5 


Digitized  by 


Google 


donc 


z~  p.  '  Q.  ' 

d'où  P,  +  Po  =  ^»  éqdalion  d'une  droite. 

•VI.  Ptohlème,  Mêmes  données;  trouver  un  point  tel  que 
le  carré  Hc  ?a  distânco  nVîproque  à  Forigine  soit  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  dislances  réciproques  des  points  d'in- 
tersection à  l'origine. 

Solution.  On  a 

1     Q,'-2P,Q,^  ^'[Q/-^PoQJ=Po*ouP.*-.2P,P.-.P;=0, 

équation  d'une  conique. 

yil.  Même  procédé  pour  d'autres  questions  de  ce  genre  et 
qui  s'applique  facilement  aux  surfaces. 


PROGRAMME 
powr  h  baccalauréat  es  mencet  du  8  juin  1848  ;  progrès. 


Leëtncthadeft  inûhiléstniales,  inventéestlepuisdcux  siècles, 
d'une  facilité  rudfmcnta{r<^  «  et  qui  sont  pourtant ,  s'il  est  per- 
mis de  s'exprimer  ainsi ,  r&me  de  toute  la  nature  calculable , 
ont  toujours  été  reponsiées  de  nos  collèges ,  et  cela  depuis 
Toriginc  jusqu'à  nos  jours.  En  1695,  Bernonlli  écrit  à  Leibnitz 
que  L'Hôpital  seul  s'occupe^  en  Franco,  de  la  nouTelle 
géométrie.  «  Mirum  non  est  illum  solum  in  Gallia  in  geo- 
«  metrio  profundiora  pcnoirnsse  ;  ideo  cnim  tôt  alii ,  qui  hls 
«studiis  incnmbunt,  inter  vulgares  notitias  torpent,  quod 
»  noaira  non  putent  esse  de  pane  lucrando  »  {Comm.  episl.^ 
1. 1,  p.  90).  6nQn  cette  répulsion  n  cesser^  et  nou^anpoq^ 
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çoDS  avec  bonheur  que  dans  le  nouveau  programme  ou 
admet  le^  uotioDs  du  calcul  différentiel  et  du  calcul  îolqg^l, 
et  leurs  applications  géométriques;  il  est  vrai  que  cette 
admission  n'est  encore  que  facultative ,  mais  le  premier  pas 
étant  fait,  on  peut  espérer  que  bientôt  ces  calculs  s^ônt 
obligatoires  surtout  pour  l'entrée  à  TÉcole  polytechnique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


DlSCOUBS    PRONONCÉ     A    LA    DISTRIBCttlON     DES    PRIX     DU     LtCÉS 

MoNGB,  LE  13  AOUT  1848,  par  M.  Vincent,  professeur 
de  mathématiques  spéciales,  in-8^y  23  p. 

Le  nouveau  nom  imposé  an  Collège  Saint-Louis  a  inspiré 
naturellement  le  sujet  do  ce  discours.  Outre  la  Notice  hiiUn 
rique  (de  Brisson,  Paris,  1818),  et  YEsêai  historique  de 
M.  Charles  Dupin  (Paris,  1819)^  Fautear  a  eu  à  sa  dispo- 
sition des  notes  manuscrites  communiquées  par  la  famille  de 
Monge.  Aussi  des  renseignements  inédits  sur  la  vie  intime 
du  grand  géomètre  et  même  sur  ses  relations  avec  l'empe- 
reur, donne  à  ce4>etit  écrit  un  assez  grand  intérêt.  Dans  la 
vie  privée ,  on  trouve  partout  l'honnête  homme  ;  c'est  que 
là  les  maximes  de  conduite  sont  généralement  connues ,  et 
admises  par  tous.  Bialheureusement,  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  la  vie  publique.  La  diversité  d'opinions  amène  des  di ver- 
sites  de  jugements  ;  aussi  un  des  acteurs  les  plus  illustres  de 
notre  révolution,  caractère  taillé  sur  l'antique,  l'immcM-telle 
Roland ,  s'est  exprimé  sur  IVJonge  en  termes  fâcheux ,  pour 
elle,  à  ce  que  dit  le  savant  orateur  universitaire  ;  n'oublions 
pas  que  l'ardente  philosophe  était  chef  dans  le  parti  opposé  à 
celui  du  géomètre,  et  que  la  femme  est  morte  confessant  la 
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république  sur  Féchafaud  dressé  par  les  jacobins  ;  tandis  que 
Tanden  jacobin  est  mort  stupidement  persécuté,  mais  noble 
comte,  fanatiquement  dévoué  à  Sa  Majesté  impériale.  Admi- 
rons celui  qui  a  réduit  en  corps  de  doctrine  les  procédés 
graphiques  des  arts;  qui  a  donné  l'interprétation  géomé- 
trique de  tant  d'équations  différentielles;  l'intégration  des 
lignes  de  courbures  de  l'ellipsoïde ,  et  tant  d'autres  magni- 
fiques théorèmes  ;  respectons  la  mémoire  d'un  des  prin- 
cipaux fondateurs  de  notre  Ecole  polytechnique,  notre 
akna  mater.  Voilà  les  vrais  titres  de  Monge  à  la  recon* 
naissance  de  la  postérité.  Le  reste  est  vulgaire,  appartient 
à  la  terre,  et  disparaît  dans  la  tombe.  D'ailleurs,  l'histoire 
nous  apprend  que  dans  la  vie  des  savants,  la  partie  politique 
est  très-rarement  la  partie  brillante.  Heureux  si  rien  ne  la 
ternit.  Que  de  Bacons  pour  un  Franklin  ! 

Ge  discours  honnête j  mérite  qui  devient  rare,  est  terminé 
par  d'excellents  conseils  sur  les  dangers  du  sociaKsme^  con- 
seils qui  ont  déjà  été  promulgués ,  réduits  à  leur  plus  simple 
expression ,  il  y  a  trente-trois  siècles,  sur  la  cime  sinaîque, 
en  ces  termes,  d'une  énergique  concision  :  non  furtum  fades  : 
non  concupisceê  domum  proximi  tui^  non  dérider abU  uxorem 
Qus.  C'est  très-court  et  très- clair. 


THEOREMES 

Sur  le  point  de  moyenne  distance. 

PAR  M.  A.  XTATXXiXT, 

Officier  d'Académie,  Directeur  de  l'école  primaire  supérieure  de  Soisioni. 


Théorème.  I.  Soit  n  points  donnés  dans  l'espace  ;  qu'on 
prenne  le  centre  de  moyenne  distance  de  n— 1  de  ces  points  ; 
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OD  peut  faire  cette  opérfelion  n  fois;  oA  aura  amri  H  mo- 
▼eim  txrints  dont  le  centre  de  tnoyenne  distance  est  leiMttie 
<taé  eeloi  d«  h  foUhin  donnés. 

MmatMim/fon.  Soient  Jtp,  ^|»,  xp  les  cdolrdoniiées  d*QÈ 
dus  points  j  donnant  k  l'indice  /»  sacoessitemelit  les  Yih 
leiiri  1 1  fty  3....  /i,  oti  aura  aiosl  les  trois  n  coordotittéei 
des  II  points  ;  les  Coordonnées  du  centre  de  inoyeikiie  dis* 

.      ^        4  ^*^P    ^yp     *."*l>  X     Y     Z        , 

tance  sont  -^—^i  -^-^^î  -^--^;  ou  —,—,-;   séparant 
n  il  n  n      H     il 

le  point  {J^tfXn  ii.)r  lo  centre  de  m»,  d.  dès  it^^t  poMi 

restants  a  pour  coordonnées 7^,  7-*; d'où  il 

résulte  que  le  centre  de  m.  d.  des  n  nouYeaux  pointa  a  pour 

««.rto.,^  iî=i)i=î,  <^=i;  ep!ï;,=î, 

11(1»— 1)      n       »(»  — i)      /»     »(ii — i)      » 
C    Q.  F.  D.    • 

CarolMrê.  En  opérant  sur  les  nouveaux  pointa 
sur  les  premiers,  et  ainsi  de  suite,  le  centre  des 
distances  des  points  donnés  est  le  potnl  Umik. 

IL  ^pp/isolûms.  1"*  I»  »  3  ;  les  milieux  des  côtés  du  pre- 
mier triangle  sont  les  sommets  du  second  triangle,  aembléble 
au  précédent  et  dans  une  position  renversée.  S*  ne=4  ;  points 
dans  un  même  plan  ;  le  second  quadrilatère  est  semblable  au 
premier  et  dans  une  position  inverse  ;  et  en  poursuivant  la 
mémo  opération  tous  les  sommets  homologues  sont  sur  une 
même  droite  ;  n= 4  ;  les  points  sont  les  sommets  d'un  tétraè- 
dre; le  second  tétraèdre,  seknblable  au  précédent,  dans  une 
position  inverse  el  dont  les  sommets  sont<les  centres  de  grs- 
vité  des  quatre  faces. 

30  11=1 5^  ne  présente  rien  de  remarquable;  mais  voici  un 
assez  curieux  ihéorèmede  facile  démonstration. 

TkéorénH.  Dans  un  pentagone  on  peut  fbnner  avec  In 
d)a|wa|ff  dev^  «J^stémes  dt  Irito^tes^  cinq  formés  par  «œ 
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diagonale  et  deax  côtés  et  cinq  formén  par  nn  côté  et  deux 
diagonales;  si  Ton  cherché  les  centres  de  gravité  des  triangles 
de  l'un  des  systèikies  et  qu'on  les  joigne  deux  à  deux ,  on  dé- 
termine un  nouveau  pentagone  ;  si  Ton  s'en  sert  pour  faire 
la  même  opération  en  employant  les  triangles  de  l'autre  sys- 
tème, on  obtient  un  troisième  pentagone  semblable  au  pre- 
mier et  placé  d'une  manière  inverse. 


œNSIDËRATIOJNS 

inr  tm  fioAiel  déê  é^fHâiUms  ùlgébHqueB. 

D'après  M.  Mindlng  de  Berlin  (Crelle,  t  XX,  p.  I6ft,  1840). 

1 .  Di finition  et  nùtâHon.  -^  Soit  une  fonction  d^une  va- 
riabki  F(â:);  si  dalis  le  développement  de  cett«  fonetion  OU 
reiipiace  ^  par  Fit,  oti  obtient  on  secotid  développedieflt 
cpi^oo  écrit  FF(Jer)^  oa  bieû  F,(a^);  si  dans  ce  second  démiofk 
peeMDt  on  remplaee  encore  i  par  Fjt,  on  obtieftt  FFl^(at), 
ou  lPlx)\  c'est  œ  qu'on  nomme  des  fonctions  répétées. 

â.  Théorème.  --  Dans  une  équation  algébrique  dont  les 
racines  sont  des  grandeurs  quelconques  indépendantes  les 
otteH  des  autres,  toutes  les  racines  sont  des  fonctions  répétées 
de  l'otte  quelconque  d^entre  elles. 

DérMnsirùtiû/fi.  Soient  x.,  a:;....  x^  des  grandeurs  indé- 
pendantes qu'on  peut  considérer  comme  racines  de  Téqua- 
tion  X  e=  j?*  -  ^Jt^"* -j-te*""'....  fi±:  (>;  eusirifc  a  étant  une 
racine  primitive  de  l'équation  «*— i  s  o  i  posons  c 
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On  en  déduit,  en  faisant  p  =  a"', 

Faisons  t^^p-^  il  est  évident  qne;»  dépend  d'one  équa- 
tion de  degré  1.2.3 n,  nombre  de  pennatations  entre 

les  racines;  mais  les  permutations  e^eliques  donnent  les 
mêmes  valeurs  pour  C  par  exemple  en  changeant  1  en  2, 

2  en  3 eln  en  1  ;  t,  devient  a/, ;  donc  l'équation  eap  est 

la  puissance  n<^^  d'une  polynôme  de  degré 
1.2.3 n  —  l  =  m; 

les  coefficients  font  des  fonctions  entières  de  a ,  fr,  c,  etc.,  et 
cette  équation  peut  encore  être  réduite,  comme  le  fait  voir  La- 
grange  dans  la  célèbre  note  XIII  {BéMohMtm  de»  iqwUiùn»  nmr 
mériqw$).  Faisons  v^  =»-/*+»  i^^i-/*,  et  formons  Texpression 

v;i  montera  aussi  au  d^é  m.  Donc,  d'après  la  méthode  de 
Lagrange ,  on  peut  exprimer  v^  rationnellement  en  p  {^.  1. 1, 
Hermite)  et  Ton  peut  toujours  faire  disparaître  p  du  déno- 
minateur ;  Ton  a  : 

A,  B,  G  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a ,  6,  c,  et  Téqua- 
tion  v^=/r-A*+^  Vi"'*  donne  /^  =  /iM-*vy«i^|/*;  les  expressions 
des  racines  de  ci-dessus  deviennent  : 

n 
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etc. 

et  X,  est  une  fonction  rationnelle  de  degré  n  —  1  en  < ,  et  de 
degré  m  —  1  enp. 

Les  équations  T— /i  ss-O  et  /{t) — x,  =  0  ont  en  commun 
la  radne  t„  et  pas  d'autres.  En  effet ,  toutes  les  racines  de  la 
première  de  ces  équations  sont  de  la  forme  p^r.,  y»  étant  un 
nombre  entier  compris  entre  0  et  n  ;  donc  si  la  radne  p/^i^ 
appartenait  aussi  à  la  seconde  de  ces  équations ,  on  aurait 
Jli^i,)—x,=0  ou  J7yu4.is*r,;  l'équation  donnée  aurait  donc 
des  racines  égales ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse;  cher- 
chant donc  le  diviseur  commun  aux  deux  polynômes  <*" — p 
«*/(/)— x,  on  trouve  r, =4^(jrJ,  où  '^  est  une  fonction  entière 
de  degré  n  —  1  en  x,,  et  les  coefficients  sont  des  polynômes 
en  j9  de  degré  m  —  1  ;  les  ooeffidents  de  ces  polynômes  étant 
des  fonctions  rationnelles  dea,  b^c  ^  etc. 

De  x,=/{Q^  onadéduitr.=>p(x,)  ;  et  comme  x.==/tW»  ^^ 
en  dédnhra  0f. = +{a:J  ;  de  même  p't,=^x,) . .  •  p*"'^.  =  ^x^)j 
d'où  X.  =yip+x.),  X,  =/(ar'),  X,  =f(^x,),  etc. 

Faisant/(P>K'=PA*)  =  FC*^/*)»  on  aura  : 
^.  =  'Pi^^h  •^3  =  F(x.)  ....  x,  =  F{x^),  x^  ==F(xJ, 
oux.=F(j:.),  x^'F,(x,)...x^=F^x,y,  ^.=FJj:.),  C.Q.F.D. 

Application.  Soit  l'équation  or*  —  Zbx  —  2c = 0, 
3/  =  J:,  +  ar.  +  a*j:,;  i^=pj 
il  faut  former  l'équation 

[P 27 )  [P 27 )=^' 

on  a  : 

szSx.'+Sisr  — 36;  xr.'=6i, 
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d'où  ^.  =  '  +1  <'=/(')  5  *♦  =/(W. 

X,  =/(p"0,  /»JC  =/»f  H-  be,  ptx=ipé'-^  bp. 
iUniDant  (*,  il  vient  : 


on  a    •  6x,' =  *«•+— +2**, 

— =  «(flo — 1^)1  dono  *x,'  =a  ér*  +•  t(ie —;,)-}-  s*", 

P     ^ 
^=''+Û^'    P'==^±|^i   P-P'-W-^l; 


Ainsi  connaissant  ane  racine ,  on  peut  par  son  nM>jeo , 
calcaler  de  soite  les  deux  autres.  On  peut  tonù^ors  suppofcr 
que  X  est  réel;  dans  ce  cas  les  deux  autres  racines  sont 
réelles  ou  imaginaires,  selQg  qu'on  a  c'<6*  oa  c*>^: 
lorsque  <;*=  b^,  l'équation  a  deux  racines  égales  et  la  for- 
mule n'est  plus  applicable  et  dans  ce  cas  le  facteur  : 
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M  védaM  MMsi  à  céro  ;  ear  jr.  «a~  V^Â  œ  qn^M  aalf  ptr  la 
méthode  ^Isaire. 

S^  jp.  étant  une  racine,  on  trouve  pour  les  deux  autreu 
radnes,  par  la  méthode  connue  : 


j:s= 


comparant  les  deux  expressions,  il  Tient  : 

ainsi  pour  x,  réel ,  la  quantité  soos  le  radical  est  positiva  i 
lorsque  c'>6',  il  n'y  a  qu'une  racine  réelle  <2V/ï  at 
lorsque  c*<6',  les  trois  racines  sont  chacune  >âV^* 
HiUarique.  Cette  manière  remarquable  de  présenter  le« 
racines  de  l'équation  cubique  est  due  à  M.  le  professeur 
Hill  (Crelle^  IX,  p.  100).  M,  Minding  a  amplifié  la  propo- 
sition et  démontré  que  dans  toutes  les  équations  algébriques, 
toutes  les  jacines  peuvent  être  mises  sous  une  forme  cy- 
clique  j  qu'on  peut  mettre  en  évidence  pour  les  équations 
de  deuxième  ,  troisième  et  quatrième  degré  ;  possibilité 
virtuelle  pour  les  degrés  supérieurs;  car,  l'exécution  dépend 
de  la  résolution  d'équations  qui  dépassent  le  quatrième  degié 
et  dont  l'impossibilité  a  été  établie  par  Abel. 


THÉORÈBfS  HOMOGRAPHIQUE 
^  \ur  lôê  eamqueê. 

Théorème.  Dans  le  plan  d'une  conique,  on  mène  par  le 
point  fixe  O  une  sécante ,  rencontrant  la  conique  aux  points 
M  et  AT;  le  lieu  du  point  N  pris  sur  la  droite,  de  manière 

que  le  rapport  anbarmonique  ^^^^,  soit  constant,  est  uut» 

seconde  conique. 
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DémonstraUion,  Prenons  O  pour  pôle  et  Ma' — Nz+F  =0 
pour  équation  polaire ,  M  =  Asin''(p+Bsin(pcosïp  +  Csin>; 
N  =  — Dsinç  — Ecos?  et  OM  =  z;   ON=p;  0M'=2", 
on  anra  : 

(p — z')z"  =  flz'(s" —  p) ,  a  est  le  rapport  constant  ; 
ou 

zY{a  +  i)  =  p[z"(t  -a)  +  a{z'  +  z")] , 
on 

F(«+l)=p[Mz"{«-l)+aN],   2"  =  fch^Z^"; 

substituant  cette  râleur  dans  l'équation  de  la  conique,  il 
Tient: 

[a(F— Nrf-fFf— Np(tf—l)[û(F— Np)+F]+FMp'(a— i)*=0; 

passant  aux  coordonnées  orthogonales,  U  vient  : 

[a(F+Dj-+Ejr)+F]"  +  (a— 1)  [Dk+Eo:] [«(Dk+Ejt+Pj+F] 
+  Fia^iT  (Ay+Bxjr+Cx')  =  0. 

QUESTIONS. 

196.  La  somme  des  puissances  impaires  d'une  suite  de 
nombres  naturels,  de  0  à  n ,  est  divisible  par  n*(n-|-l)'. 

(Jacobi.) 

197.  Une  tangente  à  une  conique  étant  interceptée  par 
deux  autres  tangentes  parallèles;  le  produit  des  segments 
formés  sur  la  première  tangente  par  le  point  de  contact ,  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 

(Hamilton.) 

198.  La  /^oui'be  enveloppe  de  toutes  les  hyperboles  équi- 
laières  concentriques,  et  qui  sont  coupées  orthogonalement 
par  une  même  droite,  a  pour  équation  : 

2      2      2 

jc2  — y2  —  rt»  =  3^3  xi  ^3  ^  axes  rectangulaires. 

(Strebor.) 
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AVIS  IMPORTANT. 


Les  Nouvelles  Annales  viennept  d*acheyer  leur  septiàne 
année.  Les  suffrages  honorables  d'hommes  compétents  nous 
permettent  de  croire  que  nous  avons  été  de  quelque  utUité 
à  la  science  et  à  l'enseignement,  aux  professeurs  et  aux 
élèves ,  double  but  que  nous  n'avons  jamais  perdu  de  vue. 
Notre  recueil  contient  des  renseignements  instructifs  sous 
le  rapport  didactique  et  historique,  sur  toutes  les  méthodes 
anciennes  et  nouvelles,  sur  les  théories  et  questions,  objets 
ordinaires  des  examens.  Toutefois,  dans  le  monde  intel- 
lectuel et  politique,  tout  s'avance  devant  nous.  Et  de  nos 
jours,  dans  les  sciences  surtout,  qui  s'arrête,  recule.  De  1&, 
l'accroissement  continuel  chez  les  nations  civilisées  du  globe, 
des  productions  périodiques  qui  enregistrent  incessamment 
tous  les  progrès  du  jour.  Ainsi  l'Allemagne,  outre  le  Jour- 
nal de  Crelle ,  de  Poggendorf^  le  Journal  polytechnique  de 
Fimne^  les  Annales  d'astronomie  de  Schumacher ^  s'est  en- 
core enrichie,  depuis  1845 ,  d'un  journal  consacré  aux 
sciences  exactes ,  sous  ce  titre  :  Archiv  der  Mathematik  und 
Physih  mit  hesonderer  Rucksicht  ouf  die  Bedurfnisse  der  Lehrer 
an  hôhem  unterrichts  anstalten  :  herausgegeben  von  Johann 
AogustGrunert,  professor  an  Greifswald,  1845.  Archives 
des  Mathématiques  et  de  la  Physique,  ayant  égard  particu- 
lièrement aux  besoins  des  professeurs  aux  institutions  su* 
périeures,  publiées  par  Jean  Auguste  Grunert,  professeur 
à  Greir'swald.  L'Italie  possède  plusieurs  recueils  scienti- 
fiques  où  les  Tortolini,»les  Cholini  déposent  leurs  hcàax 
travaux  géométriques.  En  Angleterre,  outre  le  Journal  de 

AMR.  DK  MATfiSlIAT.  YIl.  ^^ 
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maibématiques  de  Cambridge  el  de  Dablin  ,  publié  par 
Tbornson ,  et  qai  a  pour  coDaborateurs  les  frères  Roberts, 
les  Hamilton,  les  Cayley,  et  autres  grands  géomètres  con- 
temporains; outre  les  journaux  scientifiques  d'Oxford, 
d'Edimbourg,  il  y  a  encore  pour  la  partie  élémentaire  :  ihe 
Mathematician ,  edited  by  Messrs.  Ruiherford  and  Fenwick 
of  the  royal  military  academy  (1845,  vol.  1  et  2).  Le  Mathé- 
maticien publié  par  MM.  Rutherford  et  Fenwick  de  l'aca- 
démie royale  militaire.  Le  Journal  de  Dublin  vient  de  com- 
mencer une  seconde  série,  et  le  mouvement  mathématique 
est  tellement  fort  chez  nos  voisins  au  delà  du  détroit ,  qu'on 
réimprime  une  seconde  édition  de  la  première  série.  La  géo- 
métrie surtout  ancienne  et  moderne  y  est  cultivée  avec  beau- 
coup d'ardeur.  On  y  voit  paraître  de  fréquentes  traductions 
d'Euclide  à  l'usage  des  classes  :  qui  en  France  achèterait 
une  telle  traduction?  Les  neuf  dixièmes  de  nos  élèves  igno- 
rent le  nom  dTucIide^  et  on  compterait  facilement  le  nombre 
de  professeurs  qui  le  lisent.  Nous  possédons  un  seul  journal 
consacré  aux  parties  transcendantes  de  la  science  et  dirigé 
par  un  célèbre  géomètre ,  journal  qui  est  Témule  de  celui 
de  Crelle;  mais  tandis  que  le  journal  prussien  jouit  de  la 
haute  protection  de  son  gouvernement,  celui  de  la  France 
est  bien  loin  d'avoir  joui  d'une  telle  protection  sous  le  gou- 
vernement déchu ,  au  contraire.  La  République  réparera- 
t-elle  les  torts  de  la  monarchie?  Peut-être.  Mais  la  justice 
nous  oblige  de  dire  que  l'ancien  gouvernement,  peu  avant 
sa  chute^  se  disposait  à  encourager  les  Nouvelles  jénnales  par 
des  souscriptions.  Ces  dispositions  bienveillantes  seront-elles 
maintenues  ;  nous  l'espérons. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  huitième  année,  nous  ferons  de  nou- 
veaux eflTorts  pour  mériter  l'approbation  du  public  géomètre  -. 
nous  voulons  que  les  Nouvelles  annales  deviennent  en  quel- 
que sorte  un  bureau  de  consultations  pour  ceux  qui  se  livrent 
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avec  anxMur  à  Tétude  de  la  sainte  doeirine.  Ainsi  tons  les 
professears  des  départemenis  et  de  la  capitale  poorronl 
s'adresser  par  écrit  oa  rerbaleoieDt  aux  rédacteurs  pour 
obtenir  des  renseignements  bibliographiques  snr  l'objet  de 
leurs  investigations.  Dans  cette  même  vue^  nous  donnerons 
les  énoncés  mensuels  des  articles  des  joornaox  étrangers 
ci-dessus  mentionnés,  et  avec  des  dé?eloppements  pour 
ceux  qui  en  auraient  besoin. 

Les  élèyes  abonnés  peuvent  nous  consulter  sur  les  dif- 
ficultés qu'ils  rencontreraient  dans  les  questions  d'examen , 
et  nous  nous  engageons  à  leur  en  communiquer  la  solution. 

A  partir  de  janvier  1849,  on  devra  adresser  les  demandes 
d'abonnement  à  M.  Bachelier,  libraire,  quai  des  Aogustins. 
Il  n'est  rien  changé  aux  conditions.  MM.  Garilian-Ga^ury 
et  Dalmont  (Victor),  anciens  éditeurs,  serviront  les  abonnés 
qni  ont  déjà  souscrit  chez  eux  pour  1849. 

On  donnera  toutes  facilités  pour  acquérir  les  v<AiiNias  qii 
ont  déjà  paru. 


THEOREMES  DE  GEOMETRIE  SPHERIQUE, 

VAB  M.  8TBSBOB. 


U  existe  une  seconde  analogie  sur  la  sphère  avec  l'hyper- 
bole équilatére ,  savoir  :  une  ellipse  sphérique ,  dont  le  petit 

axe  est  -  ic ,  rapportée  au  centre  extérieur,  situé  sur  le  pro- 

iongement  de  l'axe  le  plus  grand.  Yoici  quelques  propriétés 
de  cette  conique,  que  nous  appellerons  hyperbole  équilatére 
sphérique  de  seconde  espèce. 
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I.  L'bypertx)le  équilat^  sphérique  de  seconde  espdee  a 
pour  équation  polaire  centrale  : 

tang  *p  cos  2a> = tang 'a. 

II.  En  désignant  par  a»  l'arc  mené  du  centre  perpendicn- 
lairement  an  grand  cercle,  tangent  à  l'extrémité  d'un  arc 
Ycctenr  quelconque  (p)  tiré  du  centre ,  on  aura  : 

tang  w  tang  p  =  tang  *a. 

Dana  une  hyperbole  équilatére  plane ,  si  l'on  mène  parle 
foyer  deux  cordes,  mutuellement  à  angles  droits,  l'une 
d'elles ,  terminée  d'un  côté  et  de  l'autre  par  la  même  branche 
de  la  courbe,  sera  égale  à  fautre,  comprise  entre  les  deux 
branches  opposées  semblablement. 

IIL  Dans  une  hyperbole  équilatére  sphérique  de  sectmde 
espèce ,  si  l'on  mène  par  le  foyer  deux  arcs  de  grands  cercles, 
mutuellement  à  angles  droits,  l'un  d'eux,  terminé  d'unoMé 
et  de  l'antre  par  la  même  branche  de  là  conique ,  sera  égali 
la  partie  de  l'autre,  comprise  entre  les  deux  brandies  op- 
posées. 

Ce  dernier  théorème  admet  un  autre  énoncé  >  sarobr  : 

lY .  Dans  une  ellipse  sphérique ,  dont  le  petit  axe  est  -  «, 

si  Ton  mène  par  le  foyer  deux  ccMrde»  (arcs  de  grands  cercles), 
mutuellement  à  angles  droits,  leur  somme  sera  constante  et 
égale  à  ic. 

ConsidérQps  la  courbe ,  lien  des  points  pris  sur  les  grands 
cercles  menés  du  centre  de  l'hyperbole  équilatére  sphérique 
de  l'espèce  dont  il  s'agit ,  perpendiculairement  aux  tange&ln, 
de  manière  que  leurs  distances  au  centre  soient  dirisées  en 
parties  égales  par  les  tangentes.  Elle  peut  être  éridemment 
regardée  comme  fournissant  une  analogie  avec  la  lemniscate 
de  BemouUi.  En  la  nommant  donc  la  sphéro-lemniscate  de 
seconde  espèce,  on  aura  les  théorèmes  suivants,  qui  vont 
confirmer  cette  analogie. 
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y.  La  8|iliéro4eiiuiiflcàte  de  seconde  espèce  a  pour  étioa- 
lion  polaire  centrale  : 

tang  '  -  p = tang  *a  oos  Stf>. 

VI.  EUe  coïncide  arec  le  lien  du  sonunet  d'an  triangle 
aphérique,  dont  la  base  est  donnée  et  dont  le  produit  des 
tangentes  trigonométriques  des  demi-côtés  est  constant^  et 
égal  au  carré  de  la  tangente  trigonométriqae  de  la  quatrième 
partie  de  la  base. 

yil.  La  base  du  triangle  dont  on  vient  de  parler,  coindde 
avec  la  distance  entre  les  foyers  contigus  des  branches  op- 
posées de  rhyperbole  éqnilatère  sphérique,  de  laquelle  la 
aphéro-lemniscate  est  dériyée. 

On  sait  que  l'arc  de  la  lemniscate  de  BemoulU  s'exprime 

par  une  fonction  de  première  espèce,  à  module  XX- 

pareillement. 

YIII.  L'arc  de  la  spbéro-lemniscate  de  l'espèce  dont  il 
s'agit,  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  troisième 


espèce,  à  modale 


v/1- 


QUESTIONS   . 

propoiées  au  concours  tadmmion  à  V École  normale  en  1848 
(r,  t.  VI,  p.  409). 

Sujet  de  composition  de  physi^. 

Déprire  les  procédés  au  moyen  desquels  on  mesure  les 

températures  supérieures  à  celle  de  l'ébullition  du  mercure. 

Un  ballon  à  col  effilé ,  plein  d'air  sec,  pèse  107^,532  à  la 
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(mipéfitore  de  sa^"  et  sons  k  iNrettioD  <H.7«0;  le  même 
ballon  plein  d'eau  pèse  6648,550.  On  tnei  de  l'iode  et  on 
cbaufiTe  à  la  température  de  185''  pendant  très-longtemps, 
puis  on  ferme  à  la  lampe  :  le  ballon  refroidi  pèse  alors 
Il0s,0fi5;  on  cÊèiB  ensuite  la  pointe  sous  le  mercure»  et  on 
Mt  passer  dans  une  éprouvette  graduée  Tair  restant  :  on 
trottte  ee  centimètres  cubes  d'air  ;  on  demande  la  densité  de 
l'iode.  On  dodne  le  poids  d'un  cetitimètre  cube  d'eau  à  29*  et 
le  coefficient  de  dilatation  de  Tair. 

Sujet  de  composition  de  mathématiqfjies. 

1**  Qm$tim.  Bxposer  la  théorie  des  foyers. 

â«  Question.  Trouver  les  conditions  d'équilibre  d'une  droite 
peitttle  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  deux 
droites  fixes ,  dont  Tune  est  verticale.  (FI  p.  342.) 


RECTIFICATION 
relative  au  théorème  du  minimum  dans  k  triangle  (F.  p.  407). 


Ce  théorème  appartient  à  M.  Hossard  (P.),  capitaine 
d'état-major  au  dépôt  de  la  guerre  \  il  l'avait  communiqué  à 
M.  Poudra,  chef  <f escadron  d'état-major,  en  y  joignant 
ttue  démonstration  ancApique.  le  savant  officier  supérieur, 
qui  a  trouvé  la  démonstration  synthétique,  m'avait  donné 
de  vive  voix  ces  renseignements ,  que  j'ai  oublié  de  men- 
tionner. Nous  reviendrons  sur  le  travail  analytique  de 
M.  Hossard ,  qui  se  rattache  à  un  problème  fort  important  de 
géodésie. 
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GRAND  CONCOURS. 

^     Mathématiques  élémentaires. 

(Fig.  49).  Soient  donnés  dans  le  plan. d'an  cercle  deux 
droites  parallèles  L  et  L'.  Par  un  point  M  pris  sur  Tune^ 
on  mène  deux  tangentes  an  cercle  qui  déterminent  sur 
l'autre  un  segment  ÂB  ;  on  joint  le  point  M  au  point  I , 
milieu  de  ce  segment ,  et  Ton  demande  de  démontrer  que 
Coules  les  droites,  telles  que  MI,  vont  concourir  en  un  même 
point. 

FA&  M.  JV&Z8  (M18BI, 

Né  le  2  août  1830,  à  Paris , 
élève  interne  du  lycée  Honge,  classe  de  M.Bigourdan. 

Synthèse.  11  faut  démontrer  que  les  droites  telles  que  Ml, 
remplissant  les  conditions  de  renoncé,  passent  toujours  par 
un  point  fixe.  Soit  le  cercle  o  placé  eu  dehors  d^  deux 
droites,  je  prends  des  points  tels  que  M ,  M',  sur  LL  qui  est 
la  parallèle  la  plus  éloignée  de  la  circonférence  donnée;  je 
joins  les  points  D  et  C,  où  les  lignes  MD,  MC  sont  tangentes 
à  la  circonférence  ;  DC  sera  la  polaire  du  point  M  par  rap- 
port au  cercle  o  :  c'est-à-dire,  qu'une  sécante  M  M' sera 
divisée  hannoniquement  au  point  M  et  au  point  on  elle 
rencontrera  DC,  par  rapport  aux  points  H  et  H'  (théo- 
réyne  1  ci-après).  Je  fais  la  même  construction  pour  le  p(rfnt 
M'  que  pour  le  point  M;  je  joins  D'  à  C;  B'G  sera  la 
polaire  du  point  M';  même  construction  pour  M'',  etc. 
Mais  M,  M',  M''  étant  en  ligne  droite^  les  lignes  DC ,  D'C 
doivent  passer  par  un  même  point  qui  est  le  pôle  de  la 
ligne  LL  (théorème  2).  Joignons  MP,  je  dis  que  cette 
ligne  passera  par  le  milieu  du  segment  AB,  c'est-à-dire  par 
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le  point  I.  Si  nous  inroloogeons  DG  jusqu'à  sa  renooDtre 
avec  LL  au  point  N,  la  ligne  NG  sera  divisée  harmoniqoe- 
ment  aux  points  N,  D,  P,  G  puisque  P  est  le  pôle  de  LL  par 
rapport  au  cercle  o;  MN,MD,MP,MC  est  un  système 
harmonique  ;  et  AB  étant  parallèle  à  LL  il  s'ensuit  que  AB 
est  partagée  en  deux  parties  égales  par  la  droite  MP  (théo- 
rème 3),  e'est-à-du^,  que  MP  passe  par  le  point  I  milieu 
de  AB.  c.  q.f.  d, 

Analyse.  Supposons  le  problème  résolu  puisque  AB  est 
parallèle  à  ML  et  que  AI = IB  ;  ML,  MD,  MP,  MG,  sera  un 
système  harmonique,  et  si  l'on  mène  la  ligne  CD,  cette  ligne 
prolongée  sera  divisée  harmoniquement ,  aux  points  N , 
D,  P,  G  (ceci  est  éyident  d'après  le  théorème  3). 

Mais  DG  ligne  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  o  (théo- 
rème 1),  passe  par  le  pôle  de  LL  (théorèmes),  où  NDPG  est 
divisée  harmoniquement;  ce  pôle  n'est  donc  autre  chose  que 
le  point  P  où  MI  rencontre  DG.  On  peut  faire  le  même  rai- 
sonnement pour,  tons  les  points  de  LL;  donc  toutes  les 
lignes  telles  que  MI,  MT  passent  par  le  point  P  pohdre 
deLL. 

Théorème  (1).  (Fig.  50.)  Soit  KOM  tel  que 
KM:MH::KP:PH, 

si  j'élève  au  point  P  une.  parpendiculaire  ce  sera  le  lieu 
demandé,  car  la  circonférence  0  étant  le  lieu  des  points 
dont  la  distance  aax  points  P  et  M  est  proportionnelle  à 
IIM:HP,  on  a  successivement 

PF  :  FM  ::  PH  :  HM::PE:EM , 
d'où  FM:EM::PF:PE. 

Mais  IP  perpendiculaire  à  KM,  est  bissectrice  de  FPE  ; 
donc  PF:P£::n:IE, 

donc  FH:ME::FI:1E, 
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mais  si  MF  se  rapproche  de  D ,  le  rapport  conlioae  à  avoir 
lien;  F,  l'i  F,  se  rapprochant  sans  cesse,  à  la  limite  ib  se 
confondront  en  D,  et  DPG  sera  la  polaire. 

Théorème  2.  (Fig.  51.)  Si  DG  est  la  polaire  de  M,  MM' 
perpendicolaire  sor  OM  est  la  polaire  de  P  ;  car  meDmis 
NPIM\  on  démontrera  presque  comme  dans  le  théorème  (I) 
qoe  NM':IM';:NP:PI; 

eneOèt  NP:NM::PH:HM, 

PI:IH::PH:HM$ 
NP:NM::Pi::iM, 
et  par  suite  NH':  m'::  NP  :  PL 

Théwême  3.  (Fig.  52.)  Par  le  point  I  je  mène  one  ligne 
qaeloonqae.  Dans  les  triangles  semblables  MHG  et  BIG» 
on  a  HH:BI::H6:I6, 

dans  les  triangles  semblables  KHH  et  KIA  ; 
on  a  MH:IA::HK:KI; 

mais  BI=:IA; 

donc  HG:I6::KH:KI. 

La  réciproque  est  presque  semblable. 

HG:I6::HK:KI, 
d'où  Ton  tire  HH:BI::HH:IA. 

Discusêion.  (1''  cas.)  Je  supposerai  que  le  cercle  roule  peu 
à  peu  vers  les  deux  droites  (Fig.  53). 

Quand  le  cercle  sera  tangent  ou  coupera  la  ligne  L'U, 
le  problàne  restera  toujours  le  même  ;  car  on  aura  toujours 
le  faisceau  harmoniqae  MM',  HD,  MP,  HG«  Seulement  le 
segment  AB  et  le  point  I  peuvent  quelquefois  coïncider  arec 
DG  et  P  ou  se  trouver  au  delà. 

Si  la  circonférence  se  trouve  au  milieu  des  deux  lignes 
(Fig.  54),  il  n'y  a  encore  rien  de  remarquable  et  le  point  P 
se  trouve  entre  M  etl. 
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(STcbs).  8iippo0Oi»  qne  la  droonférenoe  donnée  soit  tan- 
gente h  la  ligne  LL,  il  n'y  a  pas  alors  de  solutions  (Fig.  55). 

Le  segment  ÂB  détient  infini ,  car  le  point  Â.  est  sitné  à 
llnflni. 

Si  on  prenait  le  point  M' le  segment  aurait  ses  denx  points 
ekacQOàlMttflni. 

(S""  cas).  Si  le  cercle  conpe  la  ligne  LL',  le  problème  est 
impossible  si  le  point  est  pris  dans  rintérieur  du  cercle, 
(Fig.  56.) 

S'il  est  à  l'extérieur^  la  construction  n'est  pas  en  défaut , 
seulement  le  point  P  n'est  plus  h  Tintérieur  du  cercle.  Du 
reste  la  démonstration  est  identique. 

4*  cas.  (Fig.  57.)  Si  la  circonférence  est  tout  à  fait  exté- 
rieure, à  LL  on  retombe  presque  dans  le  1"  cas,  on  le  dé- 
montrerait aussi  directement.  Seulement  il  est  plus  simple 
de  mener  par  le  point  AI  une  parallèle  à  AB,  et  l'on  a 

A.I.:AI::IA:IB; 
et  la  démonstration  est  identique  à  la  première. 


THÉORÈME 
HÊT  le  cylindre  et  le  cône  circonscrits  à  une  sphère, 

VAR  m.  aUIXiIiAllB  (  &•«!•), 
Cb«f  do  UnstiUit  da  Verbe  incarna»  ii  I«ïoo. 


Théorème.  Le  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  est  moyen 
proportionnel  entre  la  sphère  et  le  cône  équilatéral  circon- 
scrit,  tant  pour  les  surfaces  totales  que  pour  les  volumes. 
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MÉTHODE  RAPIDE  D'APPROIUMATION 

d»  la  rteitu  cubique  d'ides  k  professeur  HUl  (Crelle,  t.  tl , 

p.  262). 


Soit  a  la  premidre  appraxloMAion  de  la  radne  cabifw 
de  M;  faisons 

"=K*"sr)'  "'=(|-")(T^'"-=(i-"')(i^' 

et  oa  détermine   de  même   u,,    u^  .••.   Emaite  poton» 

1 — U  1 — tt,  1 — u, 

•^•=ï:=2S''  ^•="î=iïï:'  ^■=7=27.'  **»•'  <»•'  *°^  = 

1^N  =  ay^,y,y, 

Bxemple  : 

N=2,  a  =  l;  «=-j  «.=  — ;  «.=^jgj^j^ , etc.  ; 
Cette  méthode  est  indiquée  sans  dénoiofnstration. 


NOTE 
sur  l9  tkiarème  de  la  tramversale. 

I.  Ifotaiion.  Soit  un  polygone  de  n  côtés  ;  e^  un  quel- 
conque des  côtés;  l'indice/?  prenant  les  valeurs  1,  â,  3...  n, 
on  a  les  7t  côtés.  Menons  une  transversale  coupant  chaque 
côté  en  deux  seg^ments  ;  soient  5,^.,  s^  les  deux  segments  du 
côté  c^,  addUifs  ou  saustracHfs,  selon  que  leur  somme  ou 
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leur  différence  sera  égale  à  c,;  convenons  que  deux  teg- 
ments  adjacents ,  ayant  en  commun  nn  sommet  da  polygone, 
l'on  aura  an  indice  pair  et  l'antre  an  indice  impair.  CeUe 
convention  détermine  complètement  Tindice  de  chaque  Ëeg" 
ment  ;  cela  posé  »  on  a  le  théorème  snivant. 

II.  Théorème.  Un  polygone  de  n  côtés  étant  ooopé  par 
one  transversale ,  le  produit  des  segments  d'indices  pairs  est 
égal  au  inrbduit  des  segments  d'indices  impairs. 

Démmstratian.  Désignons  par  «,  l'un  des  quatre  angles 
que  Cedt  la  transversale  avec  le  côté  c,  ;  comme  il  ne  s'agira 
que  de  sinus ,  on  peut  prendre  un  quelconque  de  ces  angles 
dans  le  quotient  du  produit  des  segments  d'indices  pairs  par 
le  produit  semblable  d'indices  impairs.  Au  rapport  des  teg- 

ments  -^  on  peut  substituer  celui  des  sinus  -; — ^- ,  et  k 

quotient  ainsi  transformé ,  chaque  sinus  apparaît  une  Mb  au 
numérateur  et  une  fois  au  dénominateur,  puisque  le  même 
angle  répond  à  deux  segments  d'un  même  côté ,  par  consé- 
quent l'un  pair  et  l'autre  impair;  donc ,  etc. 

III.  Si  la  transversale  passe  par  un  sommet,  un  segment 
d'indice  pair  et  un  autre  d'indice  impair  devient  léro,  et  k 

rapport  se  réduit  à  -. 


IV.  Soient  s^—s,^=c^,  d'où  ^  =14.^,  donc 


0 

si  la  transversale  devient  parallèle  au  côté  c,,  le  rapport 

-2.  devient  égal  h  Funité  ;  le  rapport  des  produits  se  sim- 

pHfie  et  ne  contient  plus  que  n — I  rapports.  Le  pcdygone 
ayant  plusieurs  côtés  parallèles ,  si  la  transversale  est  paral- 
lèle à  ces  côtés,  il  disparaît  de  chaque  terme  du  quotient 
autant  de  facteurs  qu'il  y  a  de  côtés. 
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A  a         A,'  A  * 

L'équaUon ^^^^J"  +  5=7  +  •-  ^ZT^  -B-O  aloujoun»ia- 


uines  réelles,  si  A,,  A A«,  B  sont  des  qnanlilési^tUasCP.itS 

t.  Vil,  p.  240) tSC 
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demi-diamètre  parallèle  à  la  corde  A,  A',  on  a  :  i»  np+n'p'— 2d*  ; 
2*  Si  Ton  mène  les  deux  autres  normales  passant  par  N ,  on  a  : 
np+»>'+n'y+n">'"— constante.  3«  Si  A'  se  réunit  en  A,  on  a  .- 
np^d  ,  d'où  n  est  le  rayon  de  courbure.  4*  Celte  dernière  ex- 
pression s'applique  au  rayon  de  courbure  d'une  ligne  de  cour- 
bure de  Tellipsoïde,  d  étant  le  demi-diamèire  parallèle  à  la  tan- 
gente [Probl.  161,  t.  VI,  p.  272] 114 
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où  elles  rencontrent  rectangulairemenl  la  parabole,  sur  les 
rayons  vecteurs  de  ces  poiou,  est  égale  à  la  corde  foeale  parallèle 
A  la  droite  qui  les  joint  {Tb.  161 ,  t.  VI ,  p.  272] 206 

Note  sur  les  normales  aux  coniques 251 

Si  une  droite  touche  aux  points  P,  R  respectivement  deux  hyper- 
boles èqullatères  qui  ont  le  même  centre  0  et  qlii  se  coupent  en  Q, 
les  trois  distances  oP,  oQ,  oK  formeront  ane  proportion  continue.   2Sl 

Notes  sur  l'hyperbole  èquilatére  circonscrite  à  an  triangle  et  aur 
la  parabole  inscrite  à  un  triangle 252 

p  étant  on  nombre  premier  impair,  a  et  6  deux  nombres  premiers 
api'bp 
entre  eux;  a+6  et  — t-t*  ne  peuvent  aroir  d'autre  facteur 

commun  que  p^  et  si  a'+ft'  est  divisible  par  p^ ,  alors  (ai- 6)  est 
divisible  par  p**"';  mêmes  propriétés  lorsqu'un  des  nombrea 

a  ou  b  devient  négatiL 301 

Note  rectiacative  de  la  solution  du  problème  i  Couper  on  triangle 
par  une  transversale  de  manière  que  trois  segmenta  non  con- 
sécutib  soient  égaux ,  donnée  t.  VI ,  p.  398 49* 

inNDlNG  (Grelle). 

Théorèmes  sur  le  centre  de  forces  non  parallèles 179 

MURENT  (J.),  bachelier  es  sciences,  A  Qermont-Ferrand.  Voir  JsaiiAis. 
P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  a  i  a-^b  t  b-¥cie+d  eiQ 
Amh.  ds  MathAh.  VII.  30 
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P(a+Q+0-a+Q  [**rob.m,t.ViI,p.23»J 800 
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ORSBL  (Jules),  lauréat  (élémentaires),  1848 4» 
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Théorème  de  minimum  dans  le  triangle  plan 4eT 
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cialet. 8S 

SAINT-VENANT,  ingénieur  en  chef  des  ponis-et-chaussées. 
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technique SSi 

BAfiEIX  (Richard),  lauréaU 

Grand  concours  de  184T.  Élémenttire». 8i 
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Dèsonstralien  d'un  théeréme  deGavss  sur  le  pentag»ne(Piob.  162, 

l.Vl,p.  279] 98 

Lieu  géométrique  des  projeeiiona  orlhogonales  du  centre  de  la 
kmniscase  de  BerneuMi  sur  ses  langenles ss 

fibe,  ABC  étant  deux  triangles  reeiîKgMB  sHués  dans  le  même 
pian ,  les  quatre  senmieis  é>  e,  B,  G  étant  iiés  on  donne  la  rela- 

mb       06  1 

iton  •--—---  —  constante  —  -  ;  s«  ie  sossmel  »  déeiil  une  ligne 

AB       AG  m 

plane  algébrique  dirisée  par  la  droite  hc  en  deux  parties  égales 
et  symétriques ,  le  sommet  A  décrira  une  ligue  de  méase  degré, 
divisée  en  deux  parties  égales  et  symétriques  par  la  droite  BC 

(PVOU.  170,  t.  VI,  p.  454] 99 

TIléoréme  anelsfue  pont  les  tétvaédfw  [Prob».  m,  t.  VI,  p,  455  ].  lei 
Note  sur  une  conique  eirconscrite  à  cin^  pelnis  eu  itaserite  à  un 

pentagone tes 

Node  suv  u»  théorème  de  In  Ihéerie  des  propflélée  prejeoUves  de 

M.  Poncelet. I9C 

Démonstration  analytique  d'une  identité  entre  deux  expressiens 

algébriques.  .  ' ,    .    .    .    A99 

Théorèmes  neuveaux  sur  le  quedrilatèM  et  le  pemagene  inscrits 

à  une  conique. .Si! 

Méthode  analytique  pour  la  détermination  des  foyers     des  Ion- 

gueundeftaxes  de  coniques  dennéeS'deeeMire.    ^    .  les 
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<*)  Nom  anagrammatique. 
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Note  du  même  article  ;  par  le  même 409 

Mener  à  une  conique  donnée  une  nomale  par  le  seul  emploi  do  la  règle  et 

du  compas;  par  M.  B.  Catalan 932 

Note  sur  cet  article  ;  par  M.  B.  GaUlan 896 

Théorie  générale  des  pèles  et  polaires  et  polaires  eonjugnées  des  lignes  et 

surfaces  du  seeond  ordre;  par  M.  Lentbèric  (neveu) 853 

Suite  et  fin  du  même  article ST7 

Théorème  de  Newton  sur  les  asymptotes  ;  par  M.  Lebesgue 985 

Note  sur  cet  article  ;  par  M.  Terquem 433 

Propriétés  du  triangle  formé  par  trois  arcs  d'hyperboles  éqoilatères  eon- 

centhques  ou  par  des  paraboles  confDeales  ;  par  M.  Terquem.  ...»    993 
Note  sur  la  détermination  analytique  des  foyers  dans  les  coniques  ;  par 

M.  A.J.H.V.    .    .^ 402 

Théorème  hémograpRiue  sur  les  eeniques,e'esl-à-dire,  si  dans  le  plan 
d'une  conique  on  mène  par  le  point  fixe  0  une  sécante  rencontrant  la 
conique  aux  points  M  et  M',  le  lieu  des  points N  pris  sur  la  droite  de  sorte 
If N  y  flM' 

que  le  rapport  harmonique  r?rr — rr^rj  soit  eonsla&t,  est  une  seconde  co- 
nique  ;  par  M.  Terquem 448 
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Théorème  sur  la  transrerftale 459 

TH.  Géométrie  analyticiae  à  troii  dimestionfl. 

Discussion  d'une  surface  du  quatrième  degré  donnant  une  valeur  appro- 
chée du  radical  V^«*Ty~;  par  M.  Terquem 3t 

Trourer  le  lieu  des  droites  OM  telles  que  la  somme  des  angles  COM ,  COU 
soit  constante,  OC  et  OC  éunt  deux  droites  flxes  :  par  M.  Lebesgue.  .    .    150 

Si  par  le  sommet  d'un  cOne  du  second  degré  on  mène  des  perpendiculaires 
aux  plans  tangents  »  on  a  un  nouveau  cône  du  second  degré  ;  et  si  Féqnfr> 
tien  du  premier  est       col  <w?  '  +  cof'fty  —  «' — o , 
eelle  du  second  est*      UDg*ad;*+  tang'èy'— x^— O; 
d'où  Ton  conclura  que  le  premier  cône  est  supplémentaire  du  second  ; 
par  M.  Lebesgue 158 

Dans  toute  surface  gauche  du  second  degré,  la  somme  des  distances  des 
différents  points  d'une  même  ligne  de  courbure  à  une  trajectoire  ortho- 
gonale quelconque  des  génératrices  reclilignes  du  premier  système  et  à 
une  trajectoire  orthogonale  quelconque  des  génératrices  rectilignes  du 
second  système,  a  consiamraeni  la  même  valeur;  par  M.  Ossian  Bonnet.    SSi 

Propriétés  du  tore  de  M.  Villarceau  ;  par  M.  Terquem S4S 

Note  sur  l'équation  qui  donne  les  axes  principaux  des  surfaces  à  centre  du 
second  degré  ;  par  M.  Lebesgue 404 

VXZX«  Statistîqae  et  snécaniqoe. 

Conditions  d'équilibre  de  quatre  forces  P,  Q,  S,  T  situées  ou  non  situées 
dans  un  mémo  plan ,  mais  non  appliquées  en  un  même  point  ;  par  M.  E. 

CaUlan S4 

Note  sur  la  théorie  du  parallélogramme  articulé  de  Watt;  par  M.  Vincent.     «4 

Notes  sur  cet  article  ;  par  M.  Babinet 256 

Et  par  M.  Vincent ' 259 

Note  sur  le  centre  des  forces  non  parallèles;  par  M.  Mcebius 179 

Note  sur  cet  article  relative  au  plan  central  et  à  l'axe  central  ;  par  M.  De- 

ladereere S22 

Théorème  sur  le  centre  de  gravité  ;  par  M.  Heinem 285 

Moments  d'inertie  d'un  arc  de  cercle  et  d'une  surface  sphérique  par  rap- 
port à  un  point  ;  d'après  M.  Lobatlo 2$5 

La  fonction  des  forces,  désignée  habituellement  par  LX+M7+NZ,  repré- 
sente  le  sextuple  de  la  somme  des  tétraèdres  ayant  pour  arêtes  opposées 
les  droites  qui  représentent  en  grandeur  et  en  direction  les  forces  P,  P, 

P".... ,  ces  droites  éUnt  prises  deux  à  deux  ;  par  M.  E.  Catalan 394 

!•  Une  force  quelconque  peut  toujours  être  remplacée  par  six  forces  appli- 
quées selon  les  six  arêtes  d'un  lèiraèdre. 
2«  Lorsque  n  forces  se  font  équilibre  et  qu'une  droite  en  rencontre  (fi~l), 
elle  rencontre  la  «|(^in«,  car  la  somme  de  leur  moment,  par  rapporta  ta 
droite,  étant  nulle ,  ainsi  que  les  plus  courtes  disUnces  des  (a— i)  pre- 
mières forces  à  celle  droite,  il  faudra  que  la  plus  courte  distanoe  entre 
la  niéin0  et  la  droite  soit  aussi  nulle  ;  par  M.  Deladereere S4i 

IZ.  BIathéiB«ti<iaes  Snfimtésimam. 

Note  sur  l'intégrale  définie  \   ;; — -du,  « éUnt compris  entre o  et 2»; 

Jo  l+X  +2 

par  If.  Dienger • 201 
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SOLUTIONS  Dfll  QUESTIONS  PROPOSEES. 

Z.  Alftèbre  élémentaîre. 

Pag. 

Une  droite  étant  divisée  en  m  parties  égales  par  des  points  ronges  et  en  » 
parties  égales  par  des  points  noirs,  trouver  la  plus  petite  dislance  entrenn 
point  noir  et  un  point  rouge  ;  par  M.  A.  Vachette.  [Prob.  173»  t,  VI,  p.  455].      IS 

Démontrer  ndenlilé  suivante,  n  étant  quelconque  : 

aa  fa+a\  +  (o  +  a\a  (a  +  •^+  o  )  +  a+  a^....  +  •     \a  (•  +  •^....  +  «J  — 
—  «a      (a +a     )  +  ia+a     \a      ta+a     +•     \  + 

\  n       «— I  ay  iV  n       «— «  »       «/ 

parH.  PaalSerret.<(ro<rl.  IV,  p.  183) tM 

P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  a .-  a  +  6  :  &  +  e  :  e + d  :  d  -i-  etc. ,  et 
Q  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  a  :  fr  +  fr  :  e  +  e  :  d  +  etc. ,  on  a 
P(a+Q+0— a+Q;  parM.  J  Murent.  [Prob.  185,  t.  Vll,p.  339).  .    .    .    300 
p  étant  un  nombre  premier  Hnpair,  a  et  6  deux  nombres  premiers  entre 

aP  +  ftP 

eux  ;  a+  6  et ne  peuvent  avoir  d'autre  facteur  commun  que  p; 

a+o  . 
si  a^+b^  est  divisible  par  pV,  alors  a  +  6  est  divisible  par  p^—;  mêmes 
propriétés  lorsqu'un  des  nombres  a,  b  devient  négatif;  par  MM.  Mention 
etOillesCLucien).  [Prob.  184,  t.  VII;p.  239} 307 

ZZ.  Algèbre  aapérîeiire. 

L'équation   — L.  + —^ +  ....+ -^^^ B  — o  a  toujours  «racines 

a?— fli       a?— «a  X — (In 

réelles,  si  Ai,  A» ....  A^  ;  a,,  a a„  ei  0  sont  des  quantités  réelles;  par 

M.  Gilles  (Lucien).  [Prob.  186,  LVJi,  p.  240] *    258 

Soient  I  -  f{Xy  y)  •»—?(«,  y) ,  d'où  a?  —  ?(»,  0  ]f  —  <f(«»  0 1  on  a  : 

les  fonctions  accentuées  éUnt  les  dérivées  par  rapport  aux  Tarlables 

écrites;  par  M.  J.  Murent.  [Prob.  189,  t.  VII,  p.  240] 208 

Solution  du  même  problème;  par  M.  Jemais 338 

Solution  du  même  problème  ;  par  M.  Loxbay.  , 338 

ZZZ.  CMométrîe  élémentaîre. 

ABC  DE  étant  un  pentagone  plan  représentons  par  a,  6,  y,  d",  s  les  aires 
des  triangles  ABC;BGD,  GDE,DEA,  EAB  et  par  S  l'aire  du  penta- 
gone, démontrer  que  •' 

S«— S(«+€+7+er+f).fxC+fty+7er+d*«  +  «ot  — 0; 

parM.  PaulSerret.  [Probl.  i62;t.VI,p.272] 28 

Même  question,  par  M.  Legallois 58 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sontcirconscriptibles  et  que  les 
distances  des  centres  Hes  cercles  inscrits  aux  sommets  sont  proportion^ 
nelles  et  semblablement  placées;  par  M.  Lucien  Gilles.  [Probl.  l,  I.  I, 

p.  122] 61 

Étant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan ,  A  un  point  sur 

la  première  circonférence  et  B  un  point  sur  la  seconde ,  trouver  sur 

'  l'axe  radical  des  jdeux  circonférences  un  point  G  tel  qu'en  menant  les 

sécantes  G  A,  GB,  elles  coupent  les  cirfionfércnces  en  deux  pointa  D,E,de 
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Pig. 

manière  qoe  la  droite  DB  soit  à  angle  droit  sor  Taxe  radical  ;  par  M.  A. 
Bfannheim.CProbl.  67.  tXl»^a97] ui 

tV.  Oéomètrie  analytiqae  à  dei»  dimeiMiom. 

Le  Heu  géométrique  des  projections  orthogonales  da  centre  de  la  lem- 
niscate  de  Bernouilly  snr  ses  tangentes  a  pour  équation  polaire  : 


x'=  /.*  ces 


Q-)- 


par  M.  Paul  Serret.  [Probl.  166,  t.  VI,  p.  394] m 

abe,  ABC,  étant  deux  triangles  reclilignes  situés  dans  le  même  plan,  les 

ab      ne 
quair*  gommela  h^  #«  B»  G»  éunt  fixes  on  dôme  la  relattoa  Tr^rr** 

AB     AG 

constante  —— ;  si  le  sommet  a  décrit  une  ligAe  plane  algébrique  di- 
visée parla  droite  he  en  deux  parties  égales  et  sjmétrfqQes,  le  sommet 
A  décrif^  une  li^ne  du  même  degré .  divisée  en  deui  parties  égales  ai 
syn^étrÛHWmf  Ia4rofi0  pc,  par  M.  Paul  Serret.  [Probl.  t7o,  U  VI» 

r  45ii n 

a,6,e,<  ABGD  étant  deux  tétraèdres,  les  six  sommets  6,e,d,B,  C,D  de- 

oJb       ae      ttd  1 

mourant  Bxes  on  donne  la  relation  —     —  —  -^  .  constante  —  —. 

AB      AG      AD  M 

Si  ^  MBunpt  f»  d^rit  une  surface  algébrique  divisée  par  le  plan  h^d 
en  deux  parties  égales  et  symétriques,  le  sommet  A  décrit  une  surface 
algéHique  éHiaée  de  même  par  le  plan  BGD  an  deux  partial  égalée 
et  symétriques;  par  H.  Paul  Serret.  [Probl.  171,  t.  VI ,  p.  4S9].    .    mi 

Étant  donnée  la  longueur  d'un  are  et  eelle  de  sa  oorde  trovrer  le  M70B  ; 
par  M.  Em.  Lafonge.  [Probl.  172^  v  ^1  «  P«  ^^"ï ^^ 

Soient  A,  A  deux  points  d'une  ellipse  AN,  A'K  deux  normales  se  ren- 
contrant en  N,  n,  et  n'  les  grandeurs  de  ces  normales,  p  et  ff  les  dis- 
tances du  centre  aux  tangentes  passant  par  A,  A',  d  le  demi-diamétre 
parallèle  à  la  corde  AA'  on  a  1*  np  +  n'p's:  2d*;  3*  si  l'on  mène  les  deux 
autres  normales,  passant  par  Non  a  np+n'p'.fn''p''+ft'"p'"— constante; 
30 si  A'  se  réunit  à^A  on  anp— <{*,  d'où  n  est  le  rayon  de  courbure;  4o  cette 
dernière  expression  s'applique  au  rayon  de  courbure  d'une  ligne  de 
courbure  de  l'ellipsoTde,  d  étant  le  demi-diamétre  parallèle  à  la  tangentci 
parM.  Mention.  [Probl.  161,  t.  VI,  p.  273] Il4 

Note  sur  cet  article  par  M.  Lebesgae SS 

Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique  d'un  point,  tel  que, 
si  de  là  on  mène  les  tangentes  è  deux  cercles  égaux  donnés,  leur  rec- 
tangle soit  eamunt}  par  M.  Legallois.  [Probl.  177,  t.  VU ,  p.  4S].    .   .    iit 

Suite  et  fin  du  même  article I7t 

Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  mène  deux  cerdes  rectangulairea,  dans  le 
cercle  décrit  «ur  le  grand  axe  comme  diamètre.  Les  deux  cordes  sont 
égalM  4  deux  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse  ;  si  paf  le  centre  on 
mén^  disns  le  cercle  un  diamètre  parallèle  à  l'une  des  cordes,  il  est  pai^ 
tagé  par  l'autre  corde  en  deux  segments  égaux  aux  rayons  vecteurs  qui 
vont  du  foyer  aux  extrémités  d'un  des  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse; 
parAl.  B.  Jaufroid.  [Probl   178,  t.  VII,  p.  75]. iH 

Cinq  pointa  sont  situés  dans  un  plan  et  tels  que  trois  ne  sont  pas  en  ligne 
droitQ.  Il  y  en  a  t^i^oucs  quatre  sorameU  d'un  quadrilatère  oonvese. 
Par  ces  quatre  points  on  mène  deux  paraboles;  la  conique  passant  par 
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I«f  cinq  poiflU  est  !«  ane  Hn^l^^  >i  If  cwguiém^  foi^i  est  upr  t'ao^ 
des  deux  paraboles  »  90  une  byperl)ole,  si  le  cinquième  point  est  daD% 
l'intérieur  on  hors  des  deux  paraboles  ;  3«  une  ellipse,  si  If  einquiéma 
point  est  dans  l'intérieur  d'une  parabole  et  bws  dç  Tfutcq  pac  M.  ^ulei 

Leserrre. [Probl.  179,  t.  Vil,  p.  75] jTT 

La  courbe  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes  les  paraboles  tangente^ 
à  un  cercle  donné  et  ayant  pour  foyet  commua  un  point  fixe  fOf  la 
circonCérencc  du  même  cercle  a  pour  équatiop  pol|ûf«  : 
t      1 


r»-a»cos(2); 


par  M.  N.  Emery-  [Probl.  IT5,  t  Vn ,  p.  ^iQ 19^ 

La  somme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs  de  deux  nor- 
males comprises  entre  leurs  points  de  concours  et  les  points  où  ellef 
rencoptrcDl  rectangulai rement  la  parabole,  sur  les  rayons  yecteurs  de 
ces  points  est  égale  à  la  corde  focale  parallèle  à  la  droite  qui  les  Joint  ; 
parM. Mention  (tbéoréme  analogue i  celui  Kl,  t.  VI,  p.  273).  .  .  .  SM 
Quel  est  le  plus  grand  angle  que  l'on  puisse  inscrire  dans  une  longueur 
donnée  d'une  courbe  du  second  degré.  [ProbL  4 ,  1. 1'%  p.  |23),  p^r 

M.  Breton  de  Champ] ^ 

Seconde  solution  de  ce  problème  :  soient  m\  m",  m'*'  trois  points  d'une 
ellipse;  menons  par  les  points  «T,  m"  des  tangentes  i  celte  courbe, 
supposons-les  se  couper  en  T  ;  joignons  le  point  m"  au  point  s»'''  et  par 
le  point  T  menons  une  sécante  parallèle  à  la  corde  m",  m"'  ;  cela  fait , 
si  Ton  Joint  le  point  m"'  au  premier  point  m',  la  ligne  de  Jonction  m"\ 
m',  pusse  au  milieu  de  la  corde  intareeplé»  sur  la  séoaBta  partant  du 
point  T  et  parallèle  à  m",  m'";  par  M.  MaMbeim.  [Pfob^.  isi ,  t.  Vf , 
p.  »4t] 'M M» 


(«»+ »ir+cf)»+  (4ir»+»Jy+ «•x)>+(e''»+ »"f +e'*»y»--di, 
(«»+4i^f + ir»s)i+(*»+ *'»+  *"*)»+  («•+«'!+ <^s)«-i»  ; 

les  axes  éunt  rectangulaires .  ces  deux  équations  sont  o^mes  de  dfn» 
ellipsoïdes  égaux,  par  M.  Th.  Loxhay.  [Probl.  i««»  (.  VM^  ^  a^    .    •   |4t 

QUESTIONS  D'EXAMEN. 

I.  Oéométrte  élteienUSre. 

Soient  donnés  dans  un  cercle  une  corde  KK'  et  un  diamètre  DIX  perpendi- 
culaire à  cette  corde.  D'un  point  O  de  la  circonférence  on  mène  deux 
lignes  aux  extrémités  du  diamètre  et  deux  lignes  aux  extrémités  de  It 
corde.  Démontrer  que  la  somme  des  projections  des  deux  premières 
lignes  sur  l'une  OK  des  deux  autres,  est  égale  à  cette  même  ligne  OK, 
et  que  la  différence  de  ces  mêmes  projections  est  égale  à  l'autre  ligneOK', 
c'est-à-dire  que  d ,  d'  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
OKtrémités  du  diamètre  sur  la  droite  OK ,  on  a 

lo(ki+0«jr-.OK,  fOd-OcT-OV. 

[Question  du  concours  général  de  1847  en  mathématiques  élémentaires]; 
solution  dn  i«r  prix  ;  par  M.  Sarell  (Richard) Il 
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*  IX.  Oéomètritt  ttnalyttqne  A  deux  dimeasioiit. 

TroQTer  la  longueur  d'une  corde  diTisant  la  surface  d'un  cercle  donné 
dans  un  rapport  donné  ;  construire  géométriquement  Téqualion  du  pro- 
blème ;  par  M.  0.  Terquem 11 

Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  k  un  cercle,  on  ferme  un  »econd  triangle 
A,B,  G  dont  les  sommets  sont  les  milieux  des  côtes  du  premier.  Des  som- 
mets du  second  triangle  on  mène  au  cercle  les  tangentes  Aa,  B6,  Gc,  qui 
rencontrent  respectivement  en  a,h,e  les  c6tés  opposés  à  ces  sommets. 
Démontrer  que  ces  trois  points  ^ont  en  ligne  droite  et  yoir  si  le  théorème 
a  également  lieu  lorsque ,  à  la  place  du  cercle  inscrit, 'on  prend  une 
section  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle. 

[Question  du  concours  général  de  1847  en  mathématiques  apédales]; 
solution  analytique  ;  par  M.  V.  Prévotel M 

On  donne  sur  un  plan  un  nombre  quelconque  de  points  A.  B,  C...;  par  une 
origine  fixe  0  choisie  à  volonté  sur  ce  plan ,  on  mène  un  nombre  infini 
de  droites,  et  sur  chacune  d'elles  on  porte  une  longueur  OM  réciproque- 
ment proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
perpendiculaires  abaissées  sur  cette  droite  des  dilTéreots  poinu  A.B,  C... 
On  demande  :  i«  Le  lieu  des  points  M'obteuus  de  celte  manière;  2«  s'il 
est  toujours  possible,  les  points  A,  B,  C.-  restant  fixes,  de  choisir  l'ori- 
gineOde  telle  sorte  que  ce  lieu  devienne  une  circonférence;  3» examiner 
si  la  courbe  cherchée  est  toujours  fermée  pour  toutes  les  positions  du 
point  0  ;  par  M.  iubé  ^Eugène)  ;  question  proposée  au  concours  d'admis- 
sion à  l'école  normale  en  1847.    l ifi 

Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC  on  mène  une  droite  quelconque;  dei 
pointa  B,  G  on  abaisse  sur  cette  droite  les  perpendiculaires  BP,  CQ, 

trouver  le  lieu  des  points  M  de  ces  droites  pour  lesquels  AM  i^AP  x  AQ 
(Composition  écrite  en  'i847)  ;  par  M.  Le  Gallais ttT 

Ueu  des  projections  du  sommet  d'une  conique  sur  toutes  ses  tangentes; 
par  M.  Le  Gallais U4 

Lieu  géométrique  du  centre  d'un  cercle  tangent  aux  côtés  d'un  triangle  in- 
scrit dans  une  circonrérence;  par  M.  Adrien  Lafond 3IS 

n  courbes  situées  dans  le  même  plan  sont  parcourues  chacune  par  un 
point  matériel  de  masse  connue  ;  on  donne  la*loi  du  mouvement  de  la 
projection  de  chacun  de  ces  points  sur  une  droite  ;  trouver  le  lieu  géo- 
métrique du  centre  de  gravité  de  ces  masses  ;  par  H.  Terquem.    .    .    .    3if 

Trouver  l'aire  d'une  sinussoïde;  par  M.  Terquem 4H 

Note  sur  les  lieux  géométriques  polaires;  par  M.  Terquem 4n 

XXX.  StAtîqae. 

Déterminer  la  position  d'équilibre  d'une  tige  pesante  MIT,  de  longueur  I  et 
de  poids  P,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  deux  droites 
fixes ,  dont  l'une  est  verticale  et  l'autre  dans  une  direction  quelconque; 
par  M.  Dieu S4s 

tV.  Qaestloiit  à  résoudre. 

N»i  175,  ne,  177 4S 

N«»  178,  170 T$ 

Plusieurs  théorèmes  de  géométrie  sphérique ,  proposés  par  M.  Strebor.  .  iSS 
Théorème  sur  les  rayons  vecteurs  des  coniques,  proposé  par  H.  Lucien 

Gilles UT 

Exercices  sur  let  équations  irrationnelles  rendues  rationnelles ,  d'après  * 

M.  Forslemann,  à  Dantsig .*  .    .   .  iSf 
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Ne*  180,  m,  189.      , 15T 

No  183 ise 

Théorème  sur   les  aies  de  l'ellipse   et  de  l'hyperbole,  proposé  par 

M.  À.  Mannbeim 289 

No»  184,  185 , «89 

N««  188,  187,  188,  189,  190 ' 240 

Formales  de  trigonoinélrie 269 

Énoncé  de  la  composiiion  du  gra^d  concours  de  1848  en  maihénuitlques 

spéciales  et  en  inathématiques  élémeataires 386,  81T 

Qsmpostiions  écrites  pour  l'admission  à  l'école  polytechnique  en  i848, 

composition  de  Pans • 3is 

Concours  d'agrégation  en  1848 138 

N««  19i,  102,  193,  194,  195 36 

N<»  196»  197,  198,  199 448 

Avis  important 449 

CoDcoars  d'admission  4  rÊcoIe  normale  en  1848 453 

V.  BîbUographîe. 

Leçons  de  géométrie  analytique  de  P.  L.  Girodde  ;  par  M.  A.  B 43 

Mémoire  sur  la  théorie  de  la  chaleur  ;  par  M.  Th.  d'fistocquoia 76 

Et  plusieurs  ouvrages  italiens 78 

Arithmétique  de  M.  Guilmin.    .    .    * 109,  261 

Pensées  de  d'Alemberi  sur  divers  sujets  de  mathématiques 278 

Essai  de  géométrie  analytique  de  la  sphère  ;  par  M.  Borgnet *  392 

Biographie  de  WanUel;  par  H.  Saint- Venant S'i^ 

Programme  pour  le  baccalauréat  es  sciences  da  8  Juin  1848  ;  progrès.   .    .  436 
Discours  prononcé  à  la  distribution  des  prix  do  lycée  Monge*.  par  M.  Vin- 

cent ,  professeur  de  maihématiqdes  spéciales.               44o 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 
DwM  le»  septfremier$  voluma. 


TQ«E  I. 

TOME  IV. 

N« 

Page 

N* 

Page 

3 

fbIsJ 
[M) 

122 

08 
05 

250 
260 

9 

14A 

00 

S70 

25 

247 

103 

ib. 

28 

ib. 

TOME  V. 

31 

394 

lié 

167 

34 

%'. 

117 

ib. 

35 

120 

202 

ai 

806 

135 

672 

45 

510 

136 

ib. 

47 

ib. 

130 

ib. 

50 

• 

520 

TOMBVI. 

.-  52 

ib. 

140 

185 

56 

521 

141 

ib. 

57 

ib. 

145 
148 
153 

216 

ib. 

242 

TOME.n, 

165 

394 

60 

48 

166 

ib. 

61 

ib. 

167 

ib.. 

«2 

(Stewart) 

06 

174 

454 

63 

137 

TOlIEVn. 

66 

326 

176 

45 

78 

455 

180 

157 

70 

ib. 

181 
182 

ib. 
ib. 

TOME  m. 

183 

158 

100 

240 

81 

40 

102 

368 

83 

• 

ib. 

193 

ib. 

84 

ib. 

194 

ib. 

87 

S76 

105 

U. 

88 

ib. 

196 

448 

80 

ib. 

107 

108 

ib. 

ib. 

Obiêrv^n^ion.  gor  108  quosUons,  I»  «n  reote  60  à  réMudre. 
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ERRATA/ 


TOME  I  {Sixième  iupplèmeiuy, 

Pag«  49^,  Ugne  lo,  mu.  lemontant,  — ,  lût»  :  ^. 

Page  4g4,  lifpae  xo,  en  descendant,  ^  4LN  ,  lUt^  /  +  4Ï'Ï'^' 
Page  494»  l'^n*  *<>>  «ï*  descendant,  — ^^""^  iiiP-s  j  -^  4^*. 

TOME  II  (CÏAfiN^e  fuppîimfut^. 

Page  3o6,  ligne  i4,  en  descendant,  Ea-",  /^ie-c  ,■  Ijp'*       ^*  '^ 
Page  435,  ligne    4>  ®^  remontant,  R't  ^«jef  ;  16IV*. 

TOME  y  {Deuxième  supplément). 

Page    4I1  lî?'^  ''''•  en  remontant,  des,  /iitfj  .*  du. 

Page    80,  ligne  la,  en  descendant,  x+tanga*jp,//f«s:  i4-tang*x. 

Page  5o6,  ligne    3,  en  descendant,  u ,  liseM  :  t. 

TOME  VI  {Premier  supplément). 

r^  ,.  «  —  A'       ^   ,.  A,       B 

Page  127,  ligne    8,  en  remontant,  — -- — M  élises: — r— «r- 

'  A  A        A 

Page  127,  ligue    5,  en  remontant,  — B,  liseg  :  — -r>. 
Page  127,  ligne    3,  en  remontant,  -^B,  lise^^t  —  •-.. 

A 

B 
Page  iq8,  ligne  10,  en  descendant,  B,  liseet  --. 

B' 
.P^ge  ia8,  ligne  12,  en  descendant,  B,  Usée:  -r» 

A 

TOME  VU. 

Page      8»  ligne  11,  en  remontant,  dx',  liseei  dx^. 

Page      9,  ligne  10,  en  descendant ,    aCx  4-  B/  -f  Es  ,    Usez  : 

aCx'  +  B/  +  B«'. 
Page     iSy  ligne    4*  en  descendant,  aice ,  lise»  :  arc. 
Page    ai,  ligne  i3,  en  remontant,  des,  lisent  de. 
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î         4  1  « 

Page    3o,  BgDe    6,  en  descendant,  -  +  - ,  liseM  :  -  —- . 

Page    3i,  ligne  la,  en  descendant,  quantité,  lises:  quantités. 

Page    37,  ligne    4»  endi^eudant,  carrés ,  lises  :  carré. 

Page  1^7,  ligne  14*  en  descendant^  H',  Uses  :  m*'. 
,  Page  i44i  ligne    4*  ^^  descendant,  aS,  lises  s  %Sbis* 

Page  166,  ligne  14,  en  descendant,  des;  lises  :  an. 

Page  160,  ligne    3,  en  remontant,  a-^-s+iabo ,  Uses:  ^rfa-H^. 

Page  160»  ligne    9,  en  descendant,  «**<^,  lises  :  dtf,o- 

Page  169,  ligne    7,  en  descendant,  questions,  lises:  équations. 

Page  186,  ligne    7,  en  descendant,  des,  lises  t  du. 

Page  186,  ligne    8,  en  descendant,  faisceaux ,  Uses  :  faisceau. 

Page  SOI,  ligne  i3,  'en  descendant,  ^a*,  lises  :  s"^. 

Page  ao4,  ligne    8,  en  remontant,  xi*^.  Uses  .*  x^. 

Page  ao4,  ligne    3,  en  remontant,  xa".  Uses  .*  x**^. 

■Page  ao7,  ligne    8,  en  descendant,  première.  Uses  t  corde. 

Page  a  10,  ligne    3,  en  remontant,  (a^^+j"*;**,  Uses  ?  (x'+j*)**. 

Pagft  263,  ligne    8,  en  remontant,  équations.  Uses  s  inconnues. 

Page  377,  ligne    3,  en  descendant ,  ordonnées,  Uses:  coordon- 
nées. 

Page  a63,  ligne    7,*  en  descendant,  point  matériel,  Uses:  points 
matériels. 

Page  a83,  ligne    5,  en  remontai^jt,  s^.  Uses:  S^. 

Page  a88,  Iign«    7,  en  remontant,  n+i ,  lises  :  r^-i. 

Page  a88,  ligne    5,  en  remontant,  x"^M»,  Uses  :  x*^M. 

Page  3i3,  ligne    S,  en  remontant,  f.  Uses:  Ç. 


PARIS.  -  IMPRIMÉ  PAR  E.  THUNOT  ET  G-, 
Rue  Racine,  2$,  prés  de  rodéoa. 
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